
Modèleétutmesurep
① -

@ considère le modèle suivant

Yt = HEE + we éauatande
nxrrxi nu
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mesure
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d- on suppose de plus que l'état estimer
corrélé avec les erreurs ou les innovations
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②On a aussi

Etroit ] = Elwtltt Ii +wÜ -
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et Etre y = Etre ( H2o +véto
A à = t- t
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On pourrait considérer unmodèle
plus général avec

- des variables exogènes dans l'équation
de mesure ou l' équation d'état .

- une corrélation non nulle entre
les innovations des états et les erreurs

de mesure

-

des matrices H
,
FR etQ variables

dans le temps
Mais cette classe de processus stochastique
englobe tout ce que nous avons déjà vu ,
il y a donc assez degénéralité ici _



¥1 Soit le processus Amp)
③

Yt = Q.¥ - - -+QPYE-p + Et

avec Etre iid Corse) .

On peut réécrire
ce modèle sous me forme étatmesure

Enquêtent lr=p )

Ytu
.

¥:*
.it:-.# ÏÏËÏË:*.tl

"

i. ¥ II. ¥
valeurs propres
de
Fdsferons
*

en
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une matrice de rang 1fr

Equatverdemesucm ( n=D

E- = 4,0 - sol ËË + o

F ¥ Tu
↳ NLWÉTR -_ a une matrice nulle .



Ç Soit le
processus macis

④

Yt = Et +0 Et-1

Equation d'état (re)

mnt: =L : :X:-t- t:D
II. F I ¥

Equation de mesure (n=D
mmm

Yt = (1 ,
O ) Et + 0
- -

H WT

Notons que la représentation état -mesure
n'est pas nécessairement unique

.
Dans le cas

du MAUI nous pourrions poser :

¥ H: :X
"

et
JE FTt¥
Yt = ( l , 01 Et

ME



¥3 Plus généralement, considérons
⑤

le processus ARMA (pq )
:

YE-GYt.pt- - c- Qp Yt.pt Et +9 Et- et
- - t Oq Et,

où {Et , tee } est un bruit blanc
de

variance RE .

En posant r -_ max { p ,qu} , 4je
¥ j > p

et Oj = o f j > q ,
nous pouvons

réécrire ce processus
ARMA sous la forme :

YE-Qilt.pt - - tQèttrt Etton Etat - - t%fera

fquatcerdktutmlt-maxlp.atB)

↳ =

- -
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,



Elytre (n=D
⑥

YE U , Or , - - - , Orr ) Et
-

H

Pour vérifier qu' il s'agit bien du même

processus stochastique ,
notons que

l'Equation

d'état nous dit que :

¥2
,
tu {t ) a- premier

deuxième→ élément de3e
élémentdeEta

d'après la deuxième ligne ,
et plus

généralement en observant les lignes
suivantes :

{
j.tn

= Ej- t
,
E bjr, t- i - - -

Par récurrence
,
on a donc :

}jeté
Ü"hi

,
tu



La première ligne de l'équation
⑦

d' état s' interprète donc comme :

{
µ ,
=L {et 4222,et - - - t Qr Est t Et + ,

⇒ {*= (cf + Qd t - - - tQrE){et Etu

⇒ (t -QL - - -
- - fr441

,
#
= Etu

nous retrouvons ici la partie autoægessdre
du processus ARMA .

L' équation de
mesure nous dit que :

Y
+
= (tqt t - - tort

"

) zut

en multipliant les deux membres par le

polynôme retard associé
à la partie

auto regrossir, il vient

4-qd - . . _ qptYYE-lh-QH-tth.fi/G-tht-9rtYZr-
⇐ (t -qd _ . . _ qrtYYE-lttthlt-tdr.it ') Et



⑧
⇐ YE-QYe.it - - +Gèlent EttQQ.it - - t % ,

Et
-ru

il s'agit bien de notre processus ARMA (pq ) .

Ba

Au delà des processus ARMA
,

la représentation
étatmesure peut être employé pour caractériser
d'autres processus stochastiques .

cette représenté
est par exemple souvent employée pour les
décompositions Tendance Hyde

¥ = Xt t Zt

A- = X t.pt Et liendoué
Et= QRZE , toute Mt [cycle]

(
. Lai µ! % %) 4- + IË)

¥ = (1,0 ,
o) Et



À Dans un modèle état-mesure
⑨

telles) variable (s) est (sont) déterminée ls)

par une (
des ) combinaison ls) linéaire (s)

de variables cadrés ( latentes) : les

variables d'état .

Pour faire des prévisions sur une
variable observée

,

il faut faire
des prédictions sur les variables
cachés .

En principe , étant donnée

ta forme de l' équation d'
état

(auto régressive d'ordre 1)
cela ne

devrait pas
être compliqué. . . Sauf

que
nous n' observons pas les

variables d' état (4) . Il faut donc
révéler ces variables . Le filtre



de Kalman est un algorithme ②

récursif d' inférence
"

dont le but est
de dévoiler les variables latentes à

partir d' un échantillon .



-1
①

KEEIEEam.net
•
On observe un échantillon
¥ = {grigri . - , Jt }

• On suppose que
les matrices H

,
F
,
R

et Q du modèle élut- mesure
sont

connues (nous pourrons les
estimer

par
Mr ) .

•
À partir de ces informations on
souhaite révéler les variables

latentes ht .

Le filtre de Kalman est un algorithme
récursif pour calculer

des prévisions
des variables latentes en tn sachant

l' information disponible en t:p j'%h¥¥

Être = IE (z* , p%]
ladatet



L'algorithme génère une chronique
④

de prévisions :

Ê
" , Êzp ,

i - - - ,

Ê
-t- i

ainsi qu' ue suite associée de matrices

mesurant l' incertitude attachée à ces

prévisions
P

, po ,
P2 (1 , - - / PTIT- t

œè

Peut = E ( ( Eti Êtutt) (Etai Êtutt )
"

]

⑦ Initialisation du filtre-
La provision Î , µ ne repose

sur aucune

observation . On pose :

%
.

= Et .]

l'espérance inconditionnelle
du vecteur d' état .



L' erreur quadratique moyenne
④

associée est

%
.

= ELLE - EKI)(E - EKI)]

Si toutes les valeurs propres de
F sont

# inférieures à e- en module ,
l'espérance

inconditionnelle de Ze est solution

de
Etz = FERA

En supposant que {Et ,tez} et
stationnaire au second ordre ,

on
doit

donc avoir :

(Ir-F) Et 3D = o

Puisque 1 n'est pas valeur propre de
F
,
la matrice Ir-F est de plein

rang et Etzel est déterminé de



façon unique :
④

ELLI = ±

La variance inconditionnelle du
vecteur des variables latentes vérifie

Etaient- ELLE 4- ton) #Et tout]

⇐ Etudiait FERMÉE
'

+ Eternitéil
admet ne
uniquesdukas

(⇒
Je = F I F

'

+ Q truie si les valeurs

↳ vectt-fe-F.FI?#E*
Si les valeurs propres

de F sont à l' intérieur

du cercle unité , on pose donc :

- Ê
yo
= 0

- P
, tq vu Mio ) = (Ia -F④Etre- LQ )



④
④ Préfet±

Notons Être
,

= Elyt Ht. il la prévision
sur les observables en t sachant

l'information disponible en t- t.lu a :

ÎHE
,

= Et Gt I It. .]

= Et H 3++0+19 t- il
= HELENt.it Etat 4-il
-

↳ ÎHa=HÊt
Pour prédire la variable observable il

faut prédire les variables latentes .

Plus

généralementon peut montrer que
Îtxptt = H Êttptt



L' erreur de prévision :

④

YEÎHE , = HZT trot - HÊHT,

⇐ Yt - ftp. , = H ( Ex - ÊHT-e) + htt
-- x
erreur de erreurde

surrèisiâiables mesure .

latentes -

L'erreur quadratique moyenne associée

à la prévision est ( la variance de

l'erreur de prévision) :

ELHTÂHEIHTÎHT-t' f- HELIEÎHTXEEÊÉÀÀ
+ Etroit

où les termes croisés n'apparaissent
pas car

Ethttlt -ÎHT-D'¥



La variance de l'erreur de potiron
④

est donc :

ElHt- Être ) Ht -ftp.adf = H Pepe ,Htt R

où Pepe
,

est l'erreur quadratique
moyenne

associée à la prolixes
des varicelles latentes .

④ Comment prédire Zeta ?
-
- -

La prévision des variables latentes
est

Êtait = Et Etu Ne]
⇐ Ê

#E- FELEtt Tt] + EttaMt]

-⇐ Ê*k=F§
Pour calculer l'espérance de Zeta



sachant l'ethantiller jusqu' à la
⑧

date t
,
il faut déjà connaître l'espérance

de 3+ sachant l'échantillon jusqu'à

la date t - - - Supposons que l'on
connaisse Être , ( cf . l' initialisa

de l'algorithme) , on veut mettre
à
jour

cette information sur 4-

quand une nouvelle
observation ( y e)

apparaît-o Calculer Être en parlant
de Être avec l' information
apportée par

la nouvelle observatory.

④ Miseà jour
des croyances sur Ze

-
-
-

{
HE ,
résume ce que nous pouvons

dire

du vecteur d'état en t sachant l'abouti then

jusqu' à la date t-t ( Ye) .
On veutmettre

à jour l' enleverce sur Ea quand une



nouvelle information ye nous parviens.ie ④
calculer IHE-EKHYD.ch peut montrer
que :

ÊHEÊHEITPIE,tt(HPyattt-RJlyt-HK.pt!
÷

ÎHLDÊHT, Ssi covariance inverse
dela

erreurde

laprevioion sous
entre les variance de prévision

estime la réalisation
latentes et l'erreur de

observables parisien

en utilisant les propriété de la loi
normale multivariée

,
et que l'erreur

quadratique moyenne associée est :

PHt-PHt-e-PHt-ittlHPyt-ittt-RTHR.pt,
Do so Do Do

la variance de l'estimateur des

variables latente diminue
d'autant

plus que la variance
des erreurs de

prévision est faible _



④
④ReoE tu

_

On sait déjà que

ÊTHI t = FÊHT
en substituant la règle de miseà

jour
des croyances sur Z ,

il vient :

Ê tuE- FÊHEFFPHt.tt(HPHEHIRIÏYEHÊ*)
En notent

KEFPHE , H
'

(HP#HIR)

le gain
du filtre de Kalman (qui

quantifie ce que nous apprenons
des

erreurs de prévision) , il
vient :

%1E-FZHt.it/Ttlyt-H3t#



La variance de cette prévision
②

est :

Peut = ¥ (htt Êtutt) (E#TÎTHKY ]

⇐ Faut = ELLFETTVEFÊHT) (FETE -FÊE¥)

⇐ Peut = FÉLIEEÊHT) (Et -ÊHTYJÉTQ

-1⇐ Ptit = FPTITFTQ

Finalement
,

Estivale pour

Pete , on obtient :

ftp.:7#a-Pyt.,HtHPHt-iHtRYHPyt..)FtQ-N
l'équation de Ricki



RÉSUMÉ Du FILTRE DE KALMAN
④
- moments

Initialisation
ÊIIEELEÉI inconditionnels

{ Îu
.
= Ukip

d'ordre lez

• KE-FR-pt.tt (H ftp.ttt-R)
"

• Êtait - F Êtttrtktlyt- HÊH§
. Peu# FPHEF-kt-HPHt.it Q

boude pour t-1,

→
Cet algorithme produit aussi des

provisions pour les
observables

Ô
#t'

HÊTHH
→

À partir des erreurs de provisions
sur les observables , on peut construire

la foutue vraisemblance fuafshmat]


