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Définition Un processus stochastique

est
÷

une suite de variables aléatoires

réelles {Xt }
tee

↳ me serre temporelle est une
réalisation d' un processus
stochastique .

⑧
Pour caractériser en processus stochastique
il faut spécifier la distribution

jointe de
( Xt , Xtz , - - -

, Xtn )

pour
tout (t.tn . . .

,
tu te 2N et

pour
tout Ne 1N

,
avec ti ±tj pour

tout à ± j



⑨
On voit qu' il faut beaucoup

②

d' information pour définir complètement
un processus stochastique .

⑨ Cela pose
le problème de l'enferma .

Comment pourrais
estimer les paramètres

du processus stochastique
à partir d'ue

réalisation ( ce ne série temporelle) ?

⑨ Pour illustrer ce problème , on va
considérer une classe plus réduite
de processus stochastiques : les

processus
dit linéaires , au sens

où

les distributions jointes sont caractérisés

par
les moments d'ordre 1 et 2 :

Mt = EUH

Rt, s) =
Clou (Xt ,XD = EUX t -µ -Mst]



Exercice. Montrer
que
l'on a aussi

③

T ra

-

Nt
, s) = Et A- XD - µ e-Ms

En effet , on a :

Qt,s) = Et He-put Ks -µ s) ]

= TEL XtXs - Xtpes -Mt Xs +Ntfs )
= Et A-XD - Etapes) -Etats + Etripes
= Et A- XD - 2MtMstNtfs
= Et A- XD - µtous 9ff

Dans le reste du cours on travailler

pour
l'essentiel avec des processeurs

linéaires

( sauf s' il nous reste du temps pour
aborder des modèles non

linéaires comme

ceux utilisés sur des données financières) .



•
Comment pourrons - nous

estimer
④

% ? Si cela est possible . . .

Supposons que le processus stochastique
décrive le diamètre

d'un câble

sortant d'me machine à
intervalle

régulier ( chaque mètre par exemple)
.

Un serre temporelle , c'est-à-dire ne
réalisation du processus stochastique,

pourrait être une
suite de mesures

sur un
câble de 1km (soit 1000

observations) .

Évidemment
,
on peut reprendre

cela plusieurs fois, c'est-à-dire
obtenir d'autres séries temporelles ,
en fabriquant d'autres câbles
de 1- km avec la même



machine (qui est le processus
⑤

stochastique) . Notons

7¥

le diamètre câble j aut -eme

mètre
.

Si avec la même machine

nous fabriquons K câbles , nous

pouvons
alors estimer pet

de la façon suivante :

À- = ÊÈI as:c
Nous pourrions procéder

de la

même façon pour les
moments

d' ordre 2 (covariance) .

Il est donc possible d' inférer les
caractéristiques du processus
stochastique si nous disposons



de plusieurs réalisations du
⑥

processus stochastique .

Malheureusement, ce qui est possible
pour

un ingénieur mesurant
l'output

d' une machine,
n'est généralement pas

possible pour un économiste :

Nous n'observais pas qu'ue→

serie temporelle pour lePIB . . .

Nous ne pouvais pas
arrêter

l'économie puis
remonter dans le

temps pour
obtenir une nouvelle

sève de PIB !

Avec une seule réalisation du

processus stochastique , il
n'est

clairement pas possible
d'estimer



les caractéristiques du processus
⑦

stochastique .

La seule façon de s'en oahr est
de restreindre (encore) la classe

des processus stochastiques
sur

laquelle nous travaillons .

Par la

suite on s' intéressera à des

processus
dont les moments d'ordre

1- et 2 ne dépendent pas du
temps , afin de rendre

l' interna
possiblequand on ne dispose que
d'ue seule réalisation du

processus stochastique
.

↳ on parle alors de

processus
stationnaire .



⑧

Définition Le
processus stochastique

CA
,

tee ) est stationnaire si et

seulement si la distribution

jointe de #¥ ,
-
- -

, Xtn ) est

identique à la distribution

jointe de Utah ,Hae -

→ Xtnth

pour
tout (tout . . . -tu te EN , pour tout

neN
, pour

tout h EZ
,
avec

toi # tj pouri-tj.roLa distribution jointe est
invariante dans le temps

Mais si nous nous intéressons seulement

aux processus stochastiques
linéaires

,

nous n'avons pas
besoin d' one

définition si générale .



Défaite le processus stochastique
⑨

CA
,
te z ) est dit stationnaire au

second ordre
-

-

si et seulement si

ses moments d'ordre 1- et 2

sont invariants :

EUH =p tt

MAI =ça tt

Clou (Xt
,A) = 8ft- s)

Amory Un processus stochastique
(Xt, te E) stationnaire

au
second

ordre appartient à l'espace des
variables aléatoires de carré

intégrable (La ) .
La norme dans

cet espace
est définie par

1K Il = ÆUEJ



Remarque On a ①

Clou ( Xt , Xt-h ) =Ch) tt
t

Si le processus est
stationnaire au

second ordre alors la covariance

ne dépend pas du temps mais
seulement de la distance» entre

Xt et Xs .

En nous restreignant au processus
stochastiques stationnaires nous avons
considérablement diminué le nombre
de paramètres à estimer .
Mais pour que

nous puissions
ooritallemeut estimer les paramètres
(par exemple

.

l' espérance) , il faut
aussi que

le
processus

soit



ergodique , ce qui sera le cas
④

pour
les modèles considérés par la

suite
.

Le concept d' ergodicité at techniquant
assez difficile à discuter, mais

grosso
modo l' idée est que des

variables aléatoires doivent être

d'autant moins corrélées qu'elles

sont éloignés dans le temps .

De

sorte qu'en calculant au moyenne

empirique sur une série temporelle
de nouvelles informateurs
apportent de l' information et
réduisent ainsi la variance
de l'estimateur .



Par exemple , si on utilise me
①

moyenne empirique pour
estimer

l'espérance constante du processus
stochastique

Jen = In Ê
,
Rt

dors Était-µ
et surtout

mail÷
°

assurant la convergence de àn
versµ .

Pour que cela soit

possible il faut (mais ne
suffit pas ) que

la fonction
d' autocovariance

,
Kh )

,
tende

suffisament rapidement vers o
quant h→ • .



④ Moments d'un
processus stochastique

④
-

-

stationnaire

Ou note

¥: Z →R

h h)

la fonction d'autocovariance
d' un processus stochastique

stationnaire

du second ordre .

Propriétés

:÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷



⑨
Pour la parité , il suffit de

④

remarquer que

ttht = Clou (Xt , Atef EtHt -µ)Htta-À
= EtHan-µx)(Xt -µxD
= 9h)

⑨ Dire que
la fonction d'autocovariance

est positive ne veut évidemment pas
dire

que dhl est positif pour
tout h

.

Cette

propriété d'écoule de la positivité de
la variance .

On sait que

tt l Ê ai Xxi ) > 0

Supposons sous perte de generalté

que ELXti]
= o
f i

.

Nous

avons alors par définition de la



④
variance :

N l Ë aiA.) = ELLE ait I
= Et LËait ÊaHaD
= Et ÎE Ê agent¥ta ]
= ÎÉÎ

,
gar Et¥He )

= ÎEÉ
,
garHt _ te)

La double somme doit être
strictement

positive pour tout
vecteur a-t-on ,au -

→an)

different de zéro . C'est en ce sens

que
la fonction d' autocovariance

est dite positive .



À partir d'or processus stochastique ⑧
on peut facilement construire d'autres

processus stochastiques .

Théorème Si CA, te E) star processus
stochastique stationnaire et si

Laitier est une suite de
nombres

réels absolument sommable :

Êo lai K +a

alors

y
,

ai Xt
-i

définit un nouveau processus
stochastique stationnaire .



-⑦-

Éléments de preuve

mmmm.si( A. te E) est de carré intégrable alors
il en va de même pour LYT ,TEE) .

En

4kt :

Il Ytlk = Il Ê ai A--il ,
Ç Ê Hait- illa

[ = -O

=
Î lait -Maille
[ = -

= (quoiIII. lait
↳ +0

Ainsi
Willa { °

.

L' espérance de Hutte )
est

EIYTJ = TE [ Ê
. .
ai Ati)

= Ê. aimais
D'%?üabsolument

sommable



= µ × ÈÏ ai =

µ,

④

• La fonction d'autocovariance de Atta) est

Kh) -_ ClouUtile-a)

= Clou (Êoai Xt- i , ÏEAIXT-hi)
= ÎEÊ.. aiaj Clou (Xt-i Ath-il
= .IE??..aiajffhti-j)-8ylh)

les moments d'ordre 1- et 2 sont

bien indépendants du temps Es

Exemple Soit LA ,
te E) une

suite de variable
aléatoires

indépendemment et identiquement
distribuées ( bruit blanc) avec :



EtXt ] = o f t
④

NLHI = ¥ + t

et 8 (b) '

= o
tt k¥0

Ce
processus stochastique est

stationnaire
.

Définissons un nouveau processus stochastique
470

Yt = A Xt t PX t - i Ho

nous avons
donc (en termes de notation du

théorème) :
a. = ×

de =p
ai = 0

Ai #{0,1}

On montre facilement qu' il s'agit d'un

processus
stochastique stationnaire au

second ordre .

.

Son espérance
est nulle # t

END = ELL Xt tp Xt- if



⇐ EH] = DELHI + PEUT- il
⑧

↳¥HI A t

•

Sa variance est finie :(et constante) :

µ +] = N ( tkt t f XH ] z car Ettifo

⇐ NHA = EL (Http A--it)
⇐ UNI = E- Là# f4Êtes A-A-I
⇐ NIKI = d'ELAINE# f+2xpELAHI
Comme la covariance entre 4- d- Xe,
est nulle lcndépendouce), on a donc :

VHS = d' ELXIJTFEU

⇐ NUI = @4- f)EUH dsktama.hr



②
et de

t

•

Calculons la fonction d'autocovariance

%) = Clou ( Yt , Yt-h)

= Eau ( x Xtxf Xt- i , X At-htfkt-h-DIEJ-%CaLXt.Xt.br/tp2EovlXuAt-h-#
t¥D¥¥+GŒHH

Ho ssi h=/

Au total
,
nous avons donc

%) = {
*ME si h = o

xpE si hetty

0 sinon

Dax (Yt , tt Z ) est bien un processus
stochastique statornoire au second ordre .



④

On note que contrairement au

processus
d'origine (Xt ,

te 2) ,
le processus

Ht ,
te 2) admet de la dépendance

(relativement limitée) : la covariance

entre Ye et Ye , est non
nulle

. zoo

Définition Si ( Xt , te 2) est un processus
stochastique stationnaire au second

÷÷ü:÷*÷÷÷:÷la régression attire de Xt sur
son passé (Xs , set

- t )

XË est la meilleure prévision ( linéaire)

de Xt basée sur
l'ensemble

d' information It =L A--Hee , - - - }
Par construction l' innovation et non

corrélée avec le passé de X , elle



⑤

peut être interprétée comme une erreur
de prévision

§ On peut montrer que si CA ,
te e)

est un processus stochastique stationnaire
au second ordre

,
alors son innovation

est un bruit blanc .

Définit La fondra d'autocorrélation et
défaire par

l
=
¥
%)

Remarque q (b)
mesure la corrélation

¥ et Xtta (ou Xt-a)

en --Ème IIs



Ù La fonction d'auto corrélation
④

est juste une normalisation de
la

fonction d'autocovariance .

Elle

hérite donc de ses propriétés :
e (
h ) et ne fonction pare°

. ech) est ce torchon positive

Exempte Soit ( Et ,te E) un
bruit blanc

.

On définit le processus
(Xt ,tee) :

Xt = Et _ Et-12

La foret d' autocovariance est ,

* =p ÷ ⇒

• sinon

La fondras d' autocorrélation est donc :

en --Ë : ± .

O baron



⑧
Définition La matrice d'auto corrélation

d'ordre m content les

corrélations entre m X

successifs : Xt ,Ata , - : - , Xttm - t
'

"""

Ï:*: ËËÏÏÏKm -2)
emmène

p
Corr Ktm Xt) Cotton

.Htm )

la positivité de ta fonction elh )
R (m) est une matrice définie position⇐ Il
pour

tout m

* a c- Rm non
nul

←
Raul définie positive

à Rlm) a Y 0

⇐ ÎEÊ aime eli -il > 0



④
theoème IR (m ) Is o tt mn ? 1

• IRAI > o ⇐ là , l'I I so

⇐ t - qui > o

⇐ qu' L 1

⇐fy1
L'autocorrélation d'ordre 1 doit

strictement inférieure à 1 en valeur
absolue

_

• Mabo ⇐ l'%
"

!!! l' °
1+2 quille) - 2- EUX - qUK ) 0ii. eminem treuil eus - D "



⇐ G- eu) (tt el" ) - 2 41- eu ) > o
④

⇐ (1-µ) (tt U2 ) - 2ed)2) >
0

Puisqu'ue corrélation
est forcément plus

petite que 1 (
et donc t -euro) , on

doit donc avoir

1 tqt ) - 2e
270

⇐ eklsaeai.IT
valeurs possibles

÷:*:ËÏËËËËËËËÏÏËÏËÏÏËË"



AUTO CORRELATION PARTIELLE
⑧

+
Soit (Xt , te 2) un processus stochastique

+ On suppose que
les matrices d'autocorrection

sont de plein rang .

+ On suppose que
l'espérance de Xt

est nulle pour simplifier les notations .

+ On s' interesse à lameilleurepédidarotnede Xt étant donnés les K

valeurs précédentes : Xt ,Xtr , . - - , Xt- K

↳ EUH Xu , - -At-kf-4KI Xa , talkHeat - - + AKLKIXEK
où le vecteur aælktladkhadkl, . . -adKI )

'

des coefficients est donné par

• tkt = rut IË!
"
)



Si on part de l'expression de l estimateur
④

des MCO on devrait avoir

au -- MN
" ¥ , )

µ
inverse de

la

matrice des auto
covariances

"" ÷,
C'est-à-dire la variance
de ( Xt- e ,Xtc , - - -

,
Xt
- K)

'

.

Notons 8. = 8. IK ,
on a alors :

alkt = MKT' 8. t' %!! )
-

ÆaË ¥:"
"

RIKI



Détention le coefficient de corrélation
③

partielle
rue ) = a

mesure le lien entre Xt et Xt. *

une fois que l'on a purgé l'effet
de XE ,

Être - - -

,
X
t-KH

Remarque Les fonctions d'auto
corrélation

, ,

et d'autocorrélation partielle, sont

équivalentes .

•
En effet, on a vu par

construction

que
rlkl et me fonction de

Cal , ,
- - -

,
elle ) .

Dans l'autre sens
on peut voir

que
l' on peut déduire elle) de

rut , rt, _ , rlkl
. C'est évident

pour K
-

-
t puisque a. H

-

_ rat =µ .



RIKI :(
Rkd ¥

③

eau .
.
.

Ë )
" ËËÏHË:L

⇒ RHHËËËµ)t Gillet : *

etlladernièrligu)

(éthérisai , Ë!Ë talk -_ tkt **
- îç¥÷÷üFacturer" iµgÊÊÊ



^ 320
& peut donner une expression
explicite de l'autocarrelation partielle
rue) en exploitant la structure par
bloc

-

* ⇐ (!!! = RIKÂËË! - RIKI ËË! )un
En substituant dans c** ) :

*i÷ËË÷÷::
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Exemple
•
ru) = Un

• r(2) =

1 - eut

4)Densités
Une façon alternative de

caractériser

un processus
stochastique est d'étudier

la densité spectrale , ou vera que cette

approche est équivalente
à la fonction

d' autocovariance _

Plutôt que
d' aborder un processus

stochastique dans le domaine

temps on
s' interesse au domaine

Tes fréquences-



Dans la suite ou s'intéresse
④

à un processus stochastique de
la

forme

* = ai Eté

où LE + , te Z ) v
BB (of ) et

laid⇒ est au suite absolument

sommable :

Êtait La
On verra plus loin qu' il
s'agit d' un processus très général

et

qu' il permet de représenter
tout

les processus stochastiques
linéaires

stationnaires au second ordre .



On peut catiner la fonction
⑧

d'autocovariance de ce processus
et

montrer qu'elle est absolument
sommable .

Mh ) = EtXtltxh]
=
E ai Et - i)( ÎaaiEtait ]

= EL FÉ Ïaiaj Et - i Euh-iI
= ÊÊ. aiaj Etai Etxh -il

t - i =
txh - j

⇐ i = j - h

= t' ÎE. ajaj.ir
Cette fonction vérifie

Ê
.
Keiko



En ellet ⑧

Êtait -- oé ÊIÊ
..

aiai.at

Et ÎE
.
ÎE
.
taillai -et

= % ( ÎE. lait )
'

c .

car faisiez est absolument
sommable.

Définition La densité spectrale du
processus (Xt ,

te E) et la foret
réelle définie par :

Æµ -

- ¥ Ë. toi ëh

pour
tout w c- IR .

cette fonction existe au Uhl est
absolument sommable -



Montrons que cette fonction est
⑦

bien à valeur dans 1Re .

f-µ ) = ¥ ( tas +Étai lé
! ëwh))

⇐ t'µ
± 4¥ + Ê ÊÎMh ) coscwh)

On a donc :

fµ=¥EoŒcosCaFÎ
La densité spectrale est en fonction
continue et périodique .

Elle

est aussi symétrique ( par rapport
à

zéro) , c'est pourquoi on
ne l'étudie

généralement que sur
l' intervalle fait]



On pourrait aussi montrer que
⑧

cette fonction est positive _

Théorème La densité spectrale
et la fonction d' autocovariance
sont équivalentes .

Premier Nous savons déjà passer

de la fonction d'autocovariance
à la densité spectrale , en
utilisant sa définition .

on

peut montrer, dans
l'autre

sens
, que :

¥hI=Ëfµxosàh



En effet , nous auras
④

JÏF coscwh)du = 2¥ coslwhldw

cascwhtèwhzèh
= f.
"

fiwileiwhëwhpdw

= Ë

fqne-iwhdw-f.IE?Iqieiaie-iwhdw--f-?..Hjl
e-
"hilda

@ éiwthit
=
2x si j -_ hdw {
o swan

,é°dwÏwwxiËwxdw
-
- Efescnlwxi - iftàoslwx = o



Nous avons donc finalement
④

IÏ #wiéiwhdw -aces

ou encore

-

%H=fÏfµæscwh)d
nous pouvons

donc bien passer

de la densité spectrale à la fonction
d'autocovariance . Ba

En particulier nous avons une
expression

de la variance comme une

intégrale de la densité spectrale :

qlq = FÏ#as du



Plus généralement , comme la
④

densité spectrale est une fonction
positive , nous pourrions aussi
calculer ( pour octo ) :

x

| fous du = 2)À du

- &

et cette intégrale doit être positive .
Cela nous donne la contribution

des fréquences interieures
à x à

la volatilité (variance) de

(Xt , te 2) .

Exempte Soit LA
,
teE) me suite de

variables aléatoires II.D d'espérance
nulle et de variance & .

Il s'agit
d' un bruit blanc .

→
La fonction d'autocovariance

est g) = {
H si h -- o

o sinon
.



La densité spectrale est donc
④

foot = ¥4

⇐s few ) = En2T

La densité spectrale est constante

(ie elle ne dépend pas
de la

fréquence a)

→ Toutes les fréquences contribuent

également à la variance
du

processus
stochastique

- .
C'est pourquoi on parle

de

bruit blanc (analogie avec les

couleurs ) . De



↳ Dans l'autre sens , on
④

peut montrer que si
la densité

spectrale est plate, alors
le processus

associé est forcément un bruit
blanc .

Supposons que

#as = x so

alors

%) = f.Ïxcoscwh)du
= a f.Ïcoslwhldw
= {
t' 2T à

h = o

o saran

(Xt ,tete) est bien un
bruit blanc

de variance 2IX.ro



④

÷÷÷÷÷÷:÷÷::÷t:÷÷÷:÷÷::÷sommable

Îzjoolajll '
Alors

Ayew##ai .fi?Iaieiaiif



Premier Ou a déjà montré que
⑧

le processus (Yat
ez ) doit être

lui aussi stationnaire au second

ordre
, que

sa fonction d'autocovariance est :

%) = Ê. Î. ajapflhtj.by
d- qu'elle est absolument sommable

Êa KM IL a
La densité spectrale de NateZ)
est définie par :

faut ¥ Êaoqceyeüh
⇐ t.int#?I?IEIg.asidhti-kIeiwh
⇐ t.ME?Iaje-iIEaaeiwk?Iqag-syeidhtit

tu



⇐ ¥;)
= IÊ
. g.
èü f. f-µ

④

Œil

Opératoire)
L'opérateur retard L transforme
un processus

(Xt , tt E) en un

processus Ht ,
te 2) tel que

Y t
= Lrt = Rt- i

cet opérateur et linéaire et
inversible .

Son inverse est

l'opérateur F qui transforme
un processus ( Xt ,

te E) en



un processus (
Zt.tt 2) tel que ④

z +
=
F K
t
= 2C tti

Il s'agit de l'opérateur
avance

, par
construction

on a

L
-

F =
F. L = 1-

En appliquant plusieurs fois
l'opérateur retard , on

obtient

[ x + = 2Ct - t

Plus généralement on peut définir
des polynômes en

L

(Ê
,

ait) set = ÎE
,

airai



On peut aussi détenir des ⑧

séries en L (ou F) . On doit bien

sûr se restreindre à
des processus

stationnaires , pour que
cela

ait un sens .

Nous savons que si CA , te E )
est un processus

stationnaire au

second ordre et taisiez ue

suite absolument sommable,
c'est-à-dire telle que :

Étai Ko
alors le processus te 2) défini

par :

y+ = ÎE ai Rt - i



est aussi un processus stationnaire ④

au second ordre .

Dans ce cas
,
on peut détoner

la série en l'opérateur retard
L :

°

i

Z ait
E-a

cette série permet de

transformer (Xt , te 2) eu

(Yt , te 7) .

%rË÷¥:ê%÷IImsuites absolument somnoles ,dosa.E.at?I.biLi--?Iteitbit



t.a.ir?IbiLYxt--IEoaiixtIEbitim- ⑧

= Êaairtit Êobihti
=!.int?Iaixe-iIEnbim--i)=mfIg?Imteit-bitxti

Notons
que
la suite Gisiez dont le

terme général est défini par
ci = aitbi

est absolument sommable .
En effet,

nous avons :

ÎE kil -- II. laitbit ! Ê.. Kitt Îdbiltv
Ainsi

IÎE.at?I.biE)xt--?Ilaitbi)nt-i--fE.a(aitbilti) rt
off



-

④

÷::÷÷:÷:÷÷:÷i::
terme LIÉ.HN?I.aiitm:!-%fE-mbiYfEaiLYxe
promettez a

Notons sn.m-j-Emb.li
% oui

,

'ÏË!"
E-Ê.at

Usine - Snmss.int/lSJxe-SnmsK-tSn,mSM--Sn,m5s,MtHEHs5rt-Sn
.ms?rtHtllSn,mSrt-SamI.rntHo-lls5rt-S.m5ntHtttSn,mlÎnt - IRAK



⑧
= IlsÔri

.
- snmsirttttllsnmltllsrt-ss.net

{ Ils 5xe-snmsixttttf.EIajDHSx-ss.int
EUH - Sam)5xi-H-EE.kipltsrt-I.int
En notant

que

Sgt = fiIs 5mm Jt huits
au sens

de Lz

et s'
← finissant

& a
donc

¥.us/KS-SnmtJm-H--oeet!y=ll5xe-snsxeH--o



D'où finalement : ④

{

%Eagtlssat-snmss.int/l--ocqfd=Prauedelap-ooprete2
(ÈÏXÊ.at/m=!I-:l?Ibitilf?rait)xt
=!¥ç, ÊMÈRBIAIËÏ

"
E

k

g. ntszqbz.pkne ÈKÏ
= !.EE?m-ri

= Ê.IE?.aibr-i)Lhat
-

Ck

où citiez stme suite absolument

sommable .

coiffe



tordu ④

Ou peut montrer que le pdgnome
retard XLL) = 1- XL est inversible

dès lors que
IH # 1.

fait Posons

ai = {
Ï si izo

0 sinon

La suite centre ⇐ est absolument

sommable
,
la série

e.
Êüti

est donc défaire .

En multipliant

par XK) ,
il vient

XNÊÏLI = a-NÉ.üi
= Ë iii. ii. ii



⇐ au Êsxiti = EI iii. ?_? i
⑧

⇐ Htt ?_? xü = Ê iii. Ê
.

Ii

⇐ un Édit = 1

Ainsi XLL ) et inversible et son

inverse est

a-ni -- Èxü

Interprétation Soit # te a) un processus
stationnaire au second ordre

,

alors

le processus ( Ye ,ttE) défini par

YEIÉÏ Xti
est l' unique processus stationnaire au

second ordre solution de

l' équation
Zt - XZ t - , = Xt
--

U - XL) ZE



µ Il existe d' autre solutions
(une infinité) , mais elles ne
sont

pas
stationnaires au

second ordre .

Analogie (avecuesuite déterministe)
→t la suite définie par

la récurrence :

Un = X Un_ , tb

La solution généralede
cette équation récurrente
est

un= AI +¥
,

Il
y
a autant de solutions

que
de valeurs possiblesà

la constante A . Il existe

qu'ae seule
solution

constante (stationnaire) que
nous obtenons pour

A-- o

u
*
=
b-
1-×

l'état stationnaire
.



- ⑦

§ih On a :

1- XL = - XL (1- ¥F)
où F est l'opérateur avance . L' inverse
de - XL est égal ( par définition ) à

- J' F . Puisque l XD 1
,
nous avons

1%1 L1 et la série

Ë
. ¥Fi = ?_? ii

existe donc et est l' inverse du

polynôme avance 1-¥ .
Le polynôme

retard 1- XL est donc le produit de

deux polynômes dnersibles . Son
inverse est

e-Kf-4441 -¥)
"



⇐ a-ai -- t#t.EE. rit
⑧

= - Ê
. 1¥ ,

Fi"

= -ÊÇË

⇐axI=iËx
SiH Le pdynome retard n'st

pas
inversible .



Itvpoignons.
⑤

Soit la fonction polynomiale
¢ (z) = tt dit +42 Et - - - t QPZP

dont les racines zj = ¥
,

sont plus grandes

que 1 en
module

.

Il existe ne serre

4 E) = ÊYIÈ
telle
oie

Éveilla
et des q E) =

1-

C-tout donnée la propriété de l'opérateur
retard

,
on
déduit que

le polynôme
retard dkft-dt.dk?..-dpL



est inversible et admet pour
⑨

inverse QLL) .

Plusieurs approches sont envisageables
pour inverser

le polynôme . La plus
évidente est de factoriser le polynôme
en un produit de polynômes d'ordre1

que
nous savons inverser .

Cela

exige de
calculer les racines du

polynôme ( pas toujours sample)
et de

traiter le cas des racines complexes

conjugués .

Une approche plus
simple est de procéder par identifiât
de façon récursive .



En effet, nous devons aucun
⑥

(ttqztdzzt - - topE)ÊQIÈ = 1-

⇒ (1+4,2-+1927-+1921) +4,2-+422-7142-7 - - - ) = 1

⇐ 4. + (4. d. +4.) 2-+ (4.42+4,19+42)¥
t - - -

t

,

(lfptdifp.it - - +

ftp.iftcfp/zPt,(4ntd,lfn-i+--tdp-Mn-putdpQn-p)zn
:

= 1

Par identification
4. = l

Ë÷÷ü .


