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AR(p) autocovariance function

The autocovariance function of a finite order autoregressive process, as
defined in AR-p, must solve:

(Yy(0) = e17y (1) + e2vy(2) + - - - + @py(p) + 03
Yy(1) = p17y(0) + @27y (1) + - - - + @pyy(p — 1)

vy(h) = @17y(h — 1)+ @2vy(h —2)+ - - - + @pvy(h — p)

(Yy(P) = w17y(P — 1)+ @2vy(P —2) + - - - + @pvy(0)

And for |h| > p we use the following recursion:

vy(h) = p1vy(h — 1) + wavy(h —2) + - - - + @pyy(h — p)




@)

The system of linear equations given in the previous slide is known as the system of Yule-Walker equations. This system can be solved for
the autoregressive parameters, if the autocovariance function is known, or the autocovariance function if the parameters are known.

If we want to solve for the autocovariance function, we can rewrite the first and last equations as:

“Yy(o) = 8017y(1) = ‘Pﬂy(z) - ‘Pp'Yy(P) - 03

=¢py(0) = pp_1wy(l) = = prry(p = 1) +ylp) = 0

and the p — 1 intermediary equations as:

—whw(o)—(w,_l t soh+1) y(l)-= -—(m u 902;,_1) (=1 HL=@op)ry ()= pops1 vy (htl) = = ppy(p=H) = 0

for h=1,...,p— 1 Using matrix notations, we need to solve:
1 3 . g iii o T (0 UE
—g 1oy -¢3 ~gp| (¥ 0
‘Yy(l)
S e T T e I R S R T T N
’Yy( )
~vp ~¥p-1 ~Pp-2 WAULERY

for yy(h), h =0, ... , p. The autocovariance is computed by inverting a (p + 1) X (p + 1) A X
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ARMA(p,q) autocovariance function

The autocovariance function of a finite order ARMA stochastic process,
as defined in ARMA, must solve the following Yule Walker equations:

p q—h
’Y}’(h) - Z@',‘Y}’(h o i) + Zej'i'ha(j) Vh = 07 17 coey N
i=0 j=0

with
min(i,p)

)= Y. vali=i)+b0

and a(0) = 02, 6; =0 forall j > g, and n = max(p + 1,q). The
subsequent terms are recursively defined by:

p
W(h) =Y erylh—i), Yh>n
i=0



For any h we have:
p

vy(h) = @ivy(h = i) + w(h)
i=0

with

q
w(h) = Z Bi]E [yt__het_i]
i=0

with 8 = 1. Because E [ypeg] = 0 for all s > t, we can simply the previous expression:

q

w(h) = Z 6;E [yt_hft—i}
i=h

The stochastic process is assumed to be stationary, so that E [yres] = E [yt_ 1€s I] for any | € Z. Using this property, we can rewrite
w(h) as:

q
w(h) = Z 6;E [}’tfr+h—i]
i=h
q—h
& wh) = Z 0t hE [Ytet—i}
i=0

Where
2
E [ytft] =0

p q
E [tht—l] =E (Z PiYp—jtett Z 9i€t—i) Et—1]
i=1 i=1

=E [(myt—1 + 91€t—1) “‘t—l]
= p1E[yret] + 91"3

2
= (p1 +61) o



Mo

[/ P q
2 [tht—2] =B Y oin—itect) ber | €
| \i=1 1=l

=k _(‘Plyt—l tear—ot 92%-2) ft-z]
=B [ytft-1] + (o2 +69) o,

2
= (¢1 (1 +01) + ¢2 4 6) o

More generally, define a(j) = E |yse,_ ;|. The function c(j) can be obtained recursively:
&t J

min(j,p) y
alj) = Z cp,-a(j—i)+9ja€
=1

with @ o= 0forallj > gand a(0) = crg. Finally we can rewrite the Yule Walker equations as:

p
Y(h) = eivy(h = i) + w(h)
i=0
with
q—h
wih) =Y 8 pali)
=0
and

min(j, p) :
ali)= Y, wjali-))+ 6o
j=1
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MOMENTS D'ORDRE 1 & 2 D'UN
PROCESSUS ARMA(1,1)

UNIVERSITE DU MAINE

Soit (y;,t € Z) un processus stochastique défini par :

Y — QY1 = & + &4 — Oy (1)

On suppose que ¢ # 0, p < 1,0 < 1, (g;,t € Z) est un bruit blanc d’e-
spérance nulle et de variance ¢?, £ € R. On suppose que la condition
initiale est telle que ce processus ARMA(1,1) est stationnaire au second
ordre, c’est-a-dire telle que les moments s d’ordre 1 et 2 sont invariants!.
Notons 1, o7 et 7, (h) respectivement I'espérance, la variance et la fonction
d’auto-covariance de ce processus. Puisque ce processus est stationnaire,
en appliquant I'opérateur espérance a 1’'équation (1) on a directement :

Py — Pty =&

Ainsi nous avons :

£
oy = —— @
Y 1— @
En exprimant ¢ en fonction de l'espérance, on peut réécrire 1'équation (1)
de facon équivalente :

Yo = py(1 — ) + pys1 + & — 0511

soit encore
Yo — Hy = QY1 — fiy) + & — 0541 3)
En multipliant (3) par y; — p, il vient :

(e — 1y)?* = o(ye — 1) (Y1 — 11y) + (Y — p1y)Ee — O(ye — py)E11

1 faut que yo soit une variable aléatoire dont ’espérance et la variance correspondent
aux moments asymptotiques d’ordre un et deux du processus ARMA, plus bas notés i,
et o2.

y



En appliquant I'opérateur espérance :

Yy(0) = 07, (1) + E[(yr — py)ee] — OF [(yr — py)er—1]

Il nous reste a évaluer les deux espérances, qui ne sont pas nulles a priori
car (y; — py) dépend de ¢, et ;1 (voir I’équation (3)). Dans le premier cas
nous avons :

E [(y: — py)ee] = E[(0(ye—1 — pty) + 0 — Oz4—1) &4

car ¢; est une innovation (orthogonalité par rapport au passé de y,). Pour
la deuxieme espérance, nous avons :

E [(yt - ,Uy)%?t—l] =K [(So(yt—l - My) +e&— 9€t—1) €t—1]
= @E [(yi-1 — ,Uy)gtfl] — 0o*
= @E [(¢(yr—2 — pty) + 121 — Og12) &11] — fo*
= (p—0)0”

Ainsi nous avons :
1(0) = @7y (1) + 0*(1+ 6% — 0) (4)
En multipliant (3) par y;—1 — p, il vient :
(e = ) (W1 = 1) = @(vi-1 = 1)* + (W = y)er = O — 1)1
En appliquant I'opérateur espérance :
(1) = ¢9(0) + E (v — py)ee] = OB [(ye1 — p1y)ei]

La premiére espérance est nulle car (y,_1 — p,) est non corrélé avec ¢,. En
exprimant (y;,_; — p,) en fonction de y;_5, €, et £,_5, on montre facilement
que la deuxiéme espérance est égale a o%. Nous avons donc :

Yy (1) = o, (0) — 0o® )

Les équations (4) et (5) forment un systeme de deux équations avec deux
inconnues : v, (0) et v, (1) :

{ 'Yy(O) = 9073/(1) + 02(1 + 6% — ©0)
(1) = (0) — b0

En substituant la deuxiéme équation dans la premiére, il vient :
7(0) = ¢ (¢, (0) + %) + o*(1 + 6% — @)

2



soit de fagon équivalente :

(1= ¢%) 1(0) = o*(1 + 6% — 200)

ou encore :

502 — 200 + 1
7(0) =0 T2
En substituant dans la seconde équation du systeme, nous obtenons finale-
ment :
W(0) = PP = o2 ©
(1) = py,(0) — b0

Calculons l'auto-covariance d’ordre h pour |h| > 2. En multipliant (3) par
(Yr—n — f1y), il vient :
(Y= 1)) Wr—n—=tty) = @Y1 = 1)) WYr—n = piy) + Y—n— iy )6 = O (Yo — 1y )E11

En appliquant I'opérateur espérance :

Yy(h) = ovy(h = 1) + E[(ye—n — piy)ee] — OF [(ye—n — p1y)1-1]

Les deux espérances sont nulles des lors que & > 1, la fonction d’auto-
covariance est finalement donnée par :

'Yy(o) = o2 220t

(1) = ¢y(0) - b0 7)
wh) =@y (h=1) Vh[>1

On vérifie que nous retrouvons bien la fonction d’auto-covariance d’une
processus AR(1) lorsque 6§ est nul ou la fonction d’autocovariance du MA(1)
lorsque ¢ est nul. De fagon générale, dés lors que I'horizon h est supérieur
a l'ordre de la partie MA (1 dans le cas qui nous intéresse), le retour a
zéro de la fonction d’auto-covariance est gouverné par la partie AR (dy-
namique géométrique).

A daie
ARMA(1Y)  ARR(Z) | ARWA(22) -



