
(2.9) Modèle ARC p)
⑧

-
-

Soit ( Et , te 2) v BB lo? ) ,
le processus

stochastique ( Ye , teE) est un processus

autorégressif d' ordre ptn si :

Yt = c t Ê ,
Qi YE -it Et

avec cet (g) i.
,

des paramètres réels .

Le processus
est asymptotiquement

stationnaire au second ordre
si

+

les racines du polynôme retard
④G) = 1- Q, Z -4¥ -

- - - qp 2-
P

sont plus grandes que 1 en
module

+
les racines du polynôme caractéristique

XG) = Ê -QiZPIQZEI - - - 9¥, - Qp
sont plus petites que 1- en module .



Remarqué Il n' est plus possible d'obtenir
④

de façon generale des restrictions

sur les paramètres auto régressifs
pour assurer

la stabilité du

processus ARCp)
.

Il faut vérifier
au cas par

cas en
calculant

les racines du polynôme retard ou
du polynôme caractéristique .

Sous l' hypothèse de stationnarité au
second ordre

,

calculons les moments

d'ordre 1 et 2 .

Espérance ¥ = c + Q ,
Yt.it 9Mt-à - - t Qp¥-ptEt

⇒ Eté =cdf Etait + tkk-tk.dt-i-Qpttttt.pl

ÆËÎé EtD= c +4 ,EUHHaEtteH - tQPELYÉ

⇐ LEHI = c- =
µ

1- q, - - -
. - Lfp



⑧Autocaravane
Commençons par centrer

le
processus en

définissant Z + = Ye -µ .

Nous avons

Yt = c + file ,
t - - - - t QPYt.pt Et

⇐ Yt = fr4-G- - .
- - Qp) +QNt.it - - t QPYT-pt Et

⇐ ¥-µ = Qr HE , -µ) t - - - + Qptltppe) + Et

⇐ ZE = QRZE- i t - - - t QPZt.pt Et

L'autocovariance d'ordre h est définie par :

= Ette -µ) then -pdt ELZTZT -h)

Pour tout h on a :

ZEZt.ei-Qitt.it-est - - - t QPZEPZE-ht ZE-ft

⇒ Mh ) = QQCH - 1) t - - - t qptfh-plt-EK-2-t.ee]



avec ELEtzt.ee] > {
% silo ⑧

° sinon inaéftuatout
du possédez

On obtient la fonction d'autocaravane

en résolvant le système binaire suivant :

%) -_ QUI +QQCH . -
- tqpecp) to}

4) = QUOI tQŒ)+ -
- + ftp.t)

!

Mh) -_ QH-DI-qkh.lt - - - + Qptlh -P)%
qqp.pqkp.at - - - +9rad

les termes suivant sortobteuus par
récurrence .



⑧



⑧

matrix



(3) MA

⑧

Nous avons montré que nous

pouvions
réécrire un processus AR

comme un processus
MALO ) si les

paramètres auto régressifs
sont tels

que
les racines du polynôme œterd

sont strictement supérieures à
e

en module .

Il est possible , sous certaines
conditions , de faire

le chemin

dans l'autre sens
et d'eux

un processus
MA sous la forme

d' un processus AR (a)
.



⑧
Par exemple , supposons que
4-te soit cu Mau ) :

Yt = Et t OEE ,

cis

avec CETTE2) n BB .

•
En t - t

,
nous avons :

¥
. ,

= Et
-et

0 Et-2

(⇒ Et
- f- Yt , -0Et-a

En substituant dans durent :

¥ = Et t OYE , - 0kt,
• En t -2

,
nous avons :

¥
,

= Et
-z
- 0 Et-3

⇐ Ete = Yes - O Ets 143



En substituant UD dans ta
,

il vient ⑧

Y
+
= Et + OYE

,

- d' Yt
-z
t 0
?

Et
_ z

Si 10kt on peut continuer
ainsi indéfiniment :

¥ = Ê Ï" ÜY" + Et

un processus
Arco ) . Implicitement,

nous avons
ici simplement inversé

le polynôme retard
④4) = 1 +0L .

Pour que
cela soit possible, plus

généralement pour un mag ) , il faut
que

toutes les racines du polynôme
④E) soient plus grande que 1-

en
module . On ditalors que le

processus
MA est inversible



S' il est possible d'écrire un
⑧

processus MAG) sous
la forme

d'un ARCH
,
on dit que le

processus MA
est inversible

.

(4)

PrœssusARMAüMotivation
-

Soit Kate Z ) et KateE)

deux processus ARCH
:

¥ = Q, E- ,
+ Eee

Xt = Q× Xt- t + Ex,c-

avec LE,# teE) nBB
,

,

(Ça teE) r BB , 14×141 et

14×141 . On suppose que Ey,et Ex,s
tt Lt,s) C- Z?



⑧
On définit un processus (Z t.tt 2)

comme la somme de ces deux

processus

Z
+
= Xt + Yt

G-etez) est- il un processus AR ?

La réponse est moi .
. .

Nous avons
,
en
utilisant des

polynômes retard ŒIL )
et qu)

pour
les deux AR

,

Ze = À Ée + ¥4
-

tu

⇐ Et = U - 9×4
"

Exit + (1-QU'Ey
,
c-

En multipliant par U -ce -9,4 il
veut

G-9×411-4×47=4-9×44.tt U - 9×4 Eye



Â
⑨
→,

4- (Q#Qy ) L +4×4 Zt = Ex
,
et 4. t - llxkt-itly4.tn
--

AR (2) MALA ?

Vérifions que le membre
de droite

est bien un processus MACD
.
Pour le

vérifier , nous calculons la fonction
d' autocovariance du membre

de

droite

SE E×
,
ttEye -& Ex,tillyEst- i

•
EtSI -- o tt t

• NLGI = Et si] µ
butâmes:poissât
si 2×1 Ey

⇐ NUI = Etait%aE.ie#iie-I-HNlSxI--lItQYrk+Ht4?,lM
,



⑧
Tf1) = TELS e-St-c)
~

⇐ 8ft) = ELLE ×.ttEye- 9×4,t.IQ/Eyt-i)Kx,t-tEht-i9xExt-z
~

-44¥
⇒ tu ⇒ Et -9×4Ê ,

-QYEÎ , ]

⇐ tu = - 9×4 - go?

et on vérifie facilement que
T Cht = o tt 1h17 1

Il s'agit bien de la fonction
d'autocovariance d'ou MACH . Si le

membre de droite est

§ = Et -0 Et
- t

alors Mo ) = (1+0902

* = - Ok



Il
a suffit» donc de trouver a- et-¥

tels que

(1+02) o? = (Hq! ) r? + 4+9? ) r;

{ or: = 9×4+44

Conclusion
,
la somme des deux AR

peut s'écrire comme :

Zt = (¥G)ZE , - 9×9×7--2
+ E - O Et

- ,

a- à

Zz = Q, Zz ,
+ QzZaz t EE - OEE ,

Il ! agit d'un processus ARMAGH : deux

retards sur la partie AR, un retard
sur la porte MA .



De façon plus generale le
④

processus
CITEE ) est un processus

ARMA (pq )
s' il est défini par :

YE-ct-QYE.it - - - ttfpYt-pt-Et-GE.it - - Haft-q

avec KateE) v BB KE )
et c

, il .

(Oil! des paramètres réels .

On peut détenir de façon plus

synthétique le processus
en utilisant

des polynômes retard :

OIM Ye = c + ④ (tkt

NU
¢ =p _ cfz _ . .

. - QPZP
et
④G) = tt Oit + - - - + OQZG



⑧
On

supposera que
les racines des

polynômes ④E) et ŒLH sont distinctes , de
façon à assurer que la représentation
ARMA soit minimale . Par exemple,
le modèle

JE dft.it
Et - a Et

_ ,

n'est pas minimale
car il s'agit

en fait d'ou bruit blanc !
En

effet , on a

Y t - aye ,

= Et - aEt - ,

⇐ (t - at ) Ye = (t-d) Et
-
-

QUI ④4)

Ici les deux polynômes retard sont
identiques (mêmes racines) . En supposant

que
U-all soit inversible ,

il vient

y E- U-alt
'
U -d) Et

⇐ yE- Et un
bruit blanc

.



⑧

•
Le processus ARMA (pa)

est asymptotiquement
stationnaire au second ordre si et

seulement si les racines de EE ) sont

plus grandes que 1 en module

• Le processus ARMA (pa) et
inversible

(æ on peut le réécrire sous la forme
d'ou Amd ) si et seulement si les

racines de ④Et sont plus grandes

que
1- en module .

•
Calculons les moments sous l'hypothèse
de stationnarité au second ordre .



CHE Ou note
µ

= EtHP
définition du processus , on a :

Ethel = cttftttk-ift-tqpktk-pft-EKDHEKH-tfttkt.at
sachant que

le modèle est stationnaire (et

donc que
l' espérance est

constante) et que
l' innovation est d' espérance nulle :

µ = c t qµ t - - tQpµ

⇐ µÎËIæ1 - cf - -
- - QP

Aap) , la partieÇa LE îKpüE

Autocaravane Pour calculer la foretd'autocovariance

HH = Et ttt -µ) Hee -µ))
il faut centrer le processus .

on

pose Z+ = Yt - M

le processus centré .
On peutmontrer



que
ce processus est gouverné par

⑧

le même modèle ARMA Lp,g) mais sous

constante
.

En effet :

¥ = c + Élite-it EtËOIEti
(⇒ YEAH - Êili) + IÉQIYT-i + Et IÈME- i

⇐ Eze = Ë
,

Qi l'État Et + Îii 4-- i
ZE

ZE-i

⇐ Et = Ê
,
Qi Zeit Et +Ê, OiEe - i



④



⑧





MOMENTS D’ORDRE 1 & 2 D’UN

PROCESSUS ARMA(1,1)

UNIVERSITÉ DU MAINE

Soit (yt, t 2 Z) un processus stochastique défini par :

yt � ϕyt−1 = ξ + εt � θεt−1 (1)

On suppose que ϕ 6= θ, ϕ < 1, θ < 1, (εt, t 2 Z) est un bruit blanc d’e-
spérance nulle et de variance σ2, ξ 2 R. On suppose que la condition
initiale est telle que ce processus ARMA(1,1) est stationnaire au second
ordre, c’est-à-dire telle que les moments s d’ordre 1 et 2 sont invariants1.
Notons µy, σ2

y et γy(h) respectivement l’espérance, la variance et la fonction
d’auto-covariance de ce processus. Puisque ce processus est stationnaire,
en appliquant l’opérateur espérance à l’équation (1) on a directement :

µy � ϕµy = ξ

Ainsi nous avons :
µy =

ξ

1 � ϕ
(2)

En exprimant ξ en fonction de l’espérance, on peut réécrire l’équation (1)
de façon équivalente :

yt = µy(1 � ϕ) + ϕyt−1 + εt � θεt−1

soit encore
yt � µy = ϕ(yt−1 � µy) + εt � θεt−1 (3)

En multipliant (3) par yt � µy il vient :

(yt � µy)
2 = ϕ(yt � µy)(yt−1 � µy) + (yt � µy)εt � θ(yt � µy)εt−1

1Il faut que y0 soit une variable aléatoire dont l’espérance et la variance correspondent
aux moments asymptotiques d’ordre un et deux du processus ARMA, plus bas notés µy

et σ
2

y
.

1
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En appliquant l’opérateur espérance :

γy(0) = ϕγy(1) + E [(yt � µy)εt] � θE [(yt � µy)εt−1]

Il nous reste à évaluer les deux espérances, qui ne sont pas nulles a priori
car (yt � µy) dépend de εt et εt−1 (voir l’équation (3)). Dans le premier cas
nous avons :

E [(yt � µy)εt] = E [(ϕ(yt−1 � µy) + εt � θεt−1) εt]

= σ2

car εt est une innovation (orthogonalité par rapport au passé de yt). Pour
la deuxième espérance, nous avons :

E [(yt � µy)εt−1] = E [(ϕ(yt−1 � µy) + εt � θεt−1) εt−1]

= ϕE [(yt−1 � µy)εt−1] � θσ2

= ϕE [(ϕ(yt−2 � µy) + εt−1 � θεt−2) εt−1] � θσ2

= (ϕ � θ)σ2

Ainsi nous avons :

γy(0) = ϕγy(1) + σ2(1 + θ2 � ϕθ) (4)

En multipliant (3) par yt−1 � µy il vient :

(yt � µy)(yt−1 � µy) = ϕ(yt−1 � µy)
2 + (yt−1 � µy)εt � θ(yt−1 � µy)εt−1

En appliquant l’opérateur espérance :

γy(1) = ϕγy(0) + E [(yt−1 � µy)εt] � θE [(yt−1 � µy)εt−1]

La première espérance est nulle car (yt−1 � µy) est non corrélé avec εt. En
exprimant (yt−1�µy) en fonction de yt−2, εt−1 et εt−2, on montre facilement
que la deuxième espérance est égale à σ2. Nous avons donc :

γy(1) = ϕγy(0) � θσ2 (5)

Les équations (4) et (5) forment un système de deux équations avec deux
inconnues : γy(0) et γy(1) :

⇢

γy(0) = ϕγy(1) + σ2(1 + θ2 � ϕθ)
γy(1) = ϕγy(0) � θσ2

En substituant la deuxième équation dans la première, il vient :

γy(0) = ϕ
�

ϕγy(0) + σ2
�

+ σ2(1 + θ2 � ϕθ)

2

④



soit de façon équivalente :
�

1 � ϕ2
�

γy(0) = σ2(1 + θ2 � 2ϕθ)

ou encore :

γy(0) = σ2
θ2 � 2ϕθ + 1

1 � ϕ2

En substituant dans la seconde équation du système, nous obtenons finale-
ment :

(

γy(0) = σ2 θ2
−2ϕθ+1

1−ϕ2 ⌘ σ2
y

γy(1) = ϕγy(0) � θσ2
(6)

Calculons l’auto-covariance d’ordre h pour |h| � 2. En multipliant (3) par
(yt−h � µy), il vient :

(yt�µy)(yt−h�µy) = ϕ(yt−1�µy)(yt−h�µy)+(yt−h�µy)εt�θ(yt−h�µy)εt−1

En appliquant l’opérateur espérance :

γy(h) = ϕγy(h � 1) + E [(yt−h � µy)εt] � θE [(yt−h � µy)εt−1]

Les deux espérances sont nulles dès lors que h > 1, la fonction d’auto-
covariance est finalement donnée par :

8

<

:

γy(0) = σ2 θ2
−2ϕθ+1

1−ϕ2

γy(1) = ϕγy(0) � θσ2

γy(h) = ϕγy(h � 1) 8|h| > 1

(7)

On vérifie que nous retrouvons bien la fonction d’auto-covariance d’une
processus AR(1) lorsque θ est nul ou la fonction d’autocovariance du MA(1)
lorsque ϕ est nul. De façon générale, dès lors que l’horizon h est supérieur
à l’ordre de la partie MA (1 dans le cas qui nous intéresse), le retour à
zéro de la fonction d’auto-covariance est gouverné par la partie AR (dy-
namique géométrique).

3

④

À taire
ARMAGH

,
ARMAGH , ARMAGH - -


