
On représente la fonction
⑤

d'autocorrection graphiquement à
l'aide d'cuautxarrélogram-

ËÏËÏËTËË:*:*:*
- 14440

Convergence convergence
monotone oscillatoire
vers o verso
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Plus q ,

le paramètre auto régressif se
rapproche de 1 , moins

vite la

fondras d'autocarétalon
tend verso

.

Intuition
Plus Q se rapproche de 1 , plus
-

1- devient dépendant de son
passé

AVERY Que se passe
t - il dans

-

le cas limite 9=1 ?

Pour répondre à cette question nous
allons

recalculer les moments sans recourir à{ l' hypothèse de stationnarité .



Supposons qu' il existe ne
③

condition initiale % : il s'agit
d'
une
variable aléatoire d'espérance

µ.
et de variance r? .

Il est possible d' exprimer Yt

en fonction de Y. et des
innova

entre oett
.

En effet :

Yt = QYt.it Et tt t

⇒ Ye = Q ( QYe.at4) + Et

⇐ Yt-QY.zt-QEe.it Et

⇒ Yt = QU'↳ + Et
-

a) TQEEIET

,

⇐ ¥ = 43¥-zt-QZ.atQETTET
:



④
En itérant vers le passé jusqu'à
%
,

nousobteuous.E-QY.i-iiqia.CI
On peut vérifier que cette

expression est correcte en la substituant

dans l' expression récursive
du

processus Arch
.
Il s'agit en fait

de la solution de l'équation
récurrente stochastique . . .

On

peut utiliser cette expression pour
calculer les moments de l'AR 4) .

Espérais = Eté% ËÈIEÈI



③

⇐ a Eté = FEU. IÏÉQIEK t- il
⇒EtH=ytµ
On constate que l'espérance

n'st

pas
constante

, sauf si l'espérance
de la condition initiale est nulle .

Variance
µµD= 4. ÏÏLIEÉ

⇐ Ntkt q
"VHIÏËQ"VK.it

⇐ VK.f-qrto.IE ÏÉ q
"

⇐NH+I=q"o?+o



À nouveau
,

on constate que
④

la variance dépend du temps . . . Sauf
si la variance de la condition

initiale est égale à

o? = I
1 - q
'

¥¥ Si 19kt
,
alors le

processus stochastique YEQYe.itEt
avec G- n BB look ) et % me

f:÷÷÷÷÷÷÷÷.et seulement si µ. = o et
t.EE

1- 42
-



Pour que le processus
soit

⑦

stationnaire au second ordre
,

il faut
et il suffit que les moments de

la condition initiale soient identiques
aux moments que nous avions

calculé en pages ④
àÉ

.

Pourquoi ?
*Æ##Æ*

↳ Il faut bien comprendre la
nature de l'équation :

YE = Q YE
,

+ Et

Une récurrence stochastique démit
en fait l'évolution dans le temps



d'une distribution .

Pour ⑧

mieux comprendre ce point supposons
que {Et} soit un bruit blanc

gaussien ( normalement
distribué)

d'espérance nulle et de variance

TE
, supposons aussi que

la

condition initiale soitnormalement
distribuée

.

On a donc

ÇË allo,% ) tt

{ % r Nha. . o:)
Puisque le modèle est linéaire,
on sait que ¥ sera normalement

distribué
pour tout t.me combinaison

Inédite de variables aléatoires



normales est normalement ③

distribuée )

taobao.nl#eatrreY.

Nous avons par définition

% = QY. + Er
.

et donc

Yan N ( ELQY. +ED , Nfl# ED)
⇐ YrNHEH.to , l'VK.tk )
⇐ Y r N ( yµ , qb? + E)
--

µ. %

La variable aléatoire % est normalont
distribuée d'espéranceµ. et de
Gardena r? .



Laiteux
④

¥-94 + Ee n N tlm , 4¥ + E )

soit en substituant les définitions de

µ.
et % :

Yarwww.oir?+H-q9r:)
%
-

←

La variable Y
,
est normalement

distribuée d'espéranceµ,
et de variance

% .

LÜ%

Y
,
n NIKµ , 9¥ +HAM r:)
-
-

µ , rç



: ④

LoËÆYt

¥ - alternative )

⇒ Erathème.to?+o:iEti )

⇐www.mltei-xf-I#WV-t7o

ÏËÏËÏÏÏÏËËÏÏË"µ change à chaque
période . .

. .



④
. .
.Puisque 14141 , on peut itérer
indéfiniment . Asymptotiquement, Y
est normalement distribué :

Yon N (µ. , o:)
avec

µ.
= f.imME °

% = finir -- Iq
Y tend vers une distribution bien

définie, les moments asymptotiques µ.
et r! ne dépendent pas de la
distribution de la condition initiale

et correspondent précisement aux
moments que nous avons calculés en

pages ④
à④ .



La récurrence stochastique ④

Yp = QYE , + Et

décrit la dynamique
d'un distribution .

Pour toute condition initiale Y. la

dynamique converge
vers une

distribution normale d'espérance
nulle et de variance 0%qa .

↳ La loi Nlo, Eee) est
l'étrave de la
récurrence stochastique .

c'est un point fixe dans l'espace

÷ïÏÏ:üËYïÏÈ¥md'espérance µ . et de variance % ,
alors

la distribution est invariante .



àUupœmsdx#q④
est asymptotiquement stationnaire au
second ordre s' il existe une

:Ê:Ëâi¥¥âât
¥Æ Utiliser la distribution

asymptotique pour défendre
la

condition initiale .

Pour que
le modèle Arce ) soit

asymptotiquement stationnaire au
second ordre il faut et

il

suffit que 14141 .
En

effet la dynamique
de la

distribution est caractérisée



par
le système dynamique ④

(déterministe) suivant :

µE- Yµt- t

{⇐ cèo: + o:

ce système est globalement stable si et
seulement si 14kt .

On dit que 14Kest
une

condition de stabilité de l'AR 4) .

Remarqués Nous avons obtenu la
distribution stationnaire en itérant
vers le futur jusqu'à l' infini . Nous
aurions pu

le faire dans l'autre
sens en itérant vers un passé
infini . Nous avons montré que :



¥ = Y
"

Yo + ËÏQÏ Et
- i

④

Si nous ne disposons pas de la condition
initiale Yo

,
nous pouvons exprimer % en

fonction de Y
. .

et E.
, puis Y ,

en fonction
de ¥

,

et E.
, ,

_ . .

De façon plus generale nous avons :
a-- t-s

¥ = Qs Yes + ÎÉ
.

qiz.
.

s = tu

-

a

Aussi
,
si nous exprimons ¥ en foret

d'une condition initiale Yu :

Ye = Qt
-"

Yu + ËÏ4% - c-

Si on remonte le temps indéfiniment
( c'est-à-dire t - o -a) alors la condition
initiale ( pourvu que ses

moments
soient finis ) importe peu car



⑦
Qt

-u tend vers zéro puisque 19kt .

Asymptotiquement (vers le passé) on
a donc :

y, = ÊQÏ Et - i
Nous venons de réécrire le processus
AR (1) sous la forme d'un Macao) .On
obtient alors directement les
moments de la distribution
stationnaire :

EH ] = 0

NIKI = Ê. Q
"

NIET
-il

⇐ N l'ftp.?qei
⇐ N LE ] -- Iq tt

l



④
Nous aurions pu écrire le modèle

ARN en utilisant un polynôme retard :

( t - QL ) ¥ = Et
-

ŒIL )

la condition de stabilité
,
ou de

stationnarité asymptotique, du modèle
AR peut s'exprimer de façon
équivalente comme une restriction
sur la racine du polynôme
retard

.
En effet
←

racine du

¢CET = •
Polynôme ¢⇐,

⇐ 1- qz
*
= •

Mlle

⇐ z# §
⇐ EtK

Ainsi le processus est stable ni la
nonne du polynôme retard est



supérieure à 1 en valeur
④

absolue
.

Sous cette condition
,
voir le

chapitre précédant, on obtient directement
la représenterai MA Co) du processus
en inversant le polynôme retard

¥ = ŒKÏ Et

⇐ Yt = (t- 44
-
'

Et

⇐ 4- = Î
.

Yi Et
- i

Exercice Soit le modèle ARCH
avec constante

Yt = c + Q YE , + Et

avec Mlle et En BB . Caractériser
la distribution stationnaire du processus
stochastique . M

.



Propriété du modèle ARG) si 4=1
⑤

-
-

-

Si q = 1 (ou - 1) nous savons que
nous ne pouvons pas inverser

le

polynôme retard .

En pratique cela
veut dire qu' il n'est pas possible
de représenter le processus stochastique
sous la forme d' un MAKI et que
le processus

n'admet pas de

distribution stationnaire .

Supposons que la condition
initiale

soit une variable aléatoire

d' espérance µ.
et de variance r! .

On montre facilement que
% = Y

.
+ ÎE

,

4-



par récurrence arrière .

Calculons ⑨

les moments d'ordre 1- et 2 :

EHÉ =

µ.
+ t

M¥3 -

- MY. + Ë
.
et

⇐NHS = VK.lt ÈME]
⇒NH-t-r.to

L'espérance est constante
mais la

variance croît ( carrasso)
linéairement

avec le temps .

le processus stochastique
est donc non stationnaire

.

÷::*#



⑨
Contrairement à ce que nous avions
dans le cas Kf141 , la variance ici

ne cesse jamais de croître . On parle
alors de tendance stochastique . Il
n'est donc pas possible ici de
définir une distribution

stationnaire
,

puisque la
variance augmente

indéfiniment .

Nous n'aurais pas
le temps d'étudier

ce type de processus dans ce cours,
mais il s'agit d'en cas
extrêmement important dans la
mesure où les propriété statistiques
de ce type de pommes sont très
particulières . Un processus

de la



④
forme

Yt = Yt - e
+ Et

est appelé ne mordraient .
Notons

que
si dans ce cas

la

variance de Ye n'est pas définie,
celle de Dye est elle bien définie
( iii DE = Et un bruit

blanc
,
a

fortiori stationnaire au second
ordre) .

Un
processus

non stationnaire

qui peut être rendu
stationnaire

eu le différencient , c'est-à-dire
en appliquant l'opérateur différence
premiers , est

dit intégré d'ordre

1- ( on note IA ) .



Raréfie ④

La dynamique est explosive ,
mais surtout la représentation
n'est pas causale . L' inversion du

polynôme retard , qui est possible
avec 471 , nous

dit
que ¥

n'est

plus fonction des E passés mais des

E futurs (voir ta fin
du chapitre

précédent) .

Remarques Un modèle ma
est toujours

causal
.



@2) Le processus ARK)
⑤

-

On peut considérer un modèle
avec

.

deux retards sur l'endogène,
on abordera plus loin le cas
avec un nombre arbitraire de

retards
.

On peut créer un processus ARCH
en composant deux processus ARCD .
Soit le processus # te E) défini

par X + = le Xt- it Et

avec le. 141 et Etre BBLO,ok ) .
On

construit le pro amis Mettent comme :

Ye = fa Ye -et Xt



avec 1f , 141 .

En utilisant ⑦

des polynômes retard , nous pouvons
donc autre :

{
U - e. Htt = Et ¥

G- fr4 ¥ = Xt txt)

En substituant * dans #A, il

crient :

(1- qu'A- = U - le4-Et

⇐ ftp.LIU-KHYE Et

⇐ (1- Katell + filet)YE Et

⇐ (t -QL - QALYYT = Et

⇐ YE-QMt.it Qèttrt Et

avec g- entez
et Qz = - Cafe .



Par construction les racines du
⑨

polynôme retard IOH) = 1- chz-9f
sont supérieures à un en valeur
absolue

.

La composition de deux

A-RH) donne un AR (2) .

Plus généralement, Nate E) est
lu processus AR (2)

si

Yt = file- et et Et

avec (Et ,te 2) r BB

Ce processus
est stable

,

c'est-à-dire

asymptotiquement stationnaire au
second ordre (et causal ) si les
racines du polynôme retard sont



⑧

plus grandes que 1 en moduler .

B. Les racines du polynôme
retard peuvent être

complexes conjugués . . . Même
si le processus stochastique
està valeur dans R -o composante
cyclique f cf . cours système
dynamique , idem avec
équations différentielles ou
récurrentes .



ÈNRS¥
590

Jusqu' ici nous avons discuté la
stabilité des modèles AR en fonction
des racines du polynôme retard .

Il

est possible de travailler avec
le

polynômiaux (habituellement
utilisé dans les cours

sur
les

systèmes dynamique)
.

Pour le

modèle Arch le polynôme caractéristique
est défini par :

¢A) = E- qnz
- q,

Si zéro n' est pas me
racine ( ce qui

arriverait si ya était nul ,
mais alors il

ne s'agirait pas d' un ARM ) alors
il

existe une relation inverse entre



les racines du polynôme retard et
⑧

les racines du polynôme caractéristique .

En effet, nous avons :

YG) = EU _ chez -9¥)
--

GHz)

⇐ X =
E É Mz)

Ainsi z* est une racine de XG)
si

et seulement si 1k¥ est une racine

du polynôme retard .



La condition de stabilité ④

(stationnarité asymptotique au second
ordre) est donc

→
Des routes du polynôme
retard sont plus grande que 1-
en module

of
de façon équivalente

→
les racines du polynôme
caractéristique sont plus petite
que
1 en module (on dit aussi

à l' interieur du cercle unité) .



-e Soit le modèle ARK)
⑥

Yt = Q YE-et Qèhzt Et

avec Etre BBCOZ ) . Quelles

sont les conditions sur les

paramètres auto régressifs
q et q, pour que

le

modèle soit stable ?

Il faut et il suffit que les racines du

polynôme caractéristique
:

XG) = E- cfz - q
soient inférieures à un en module . Commençons

par
calculer les racines .

On a

:D
= QÎ t 442



⑨
Les racines sont donc complexes
conjuguées dès lors que :

y. c- fui

Dans ce cas les racines sont :

* = ¥ ± i Es
2.

Le module de z* et

Il#l' = (E)
'

- 44¥
Il#Il = ¥ -¥ - la

Kath? - q, >
•

car cest
nécessairement
négatif dans le
cas complexe

=D Pour que le modèle soit stable dans

µ %?Implexe
il faut dare que



Plaçons nous maintenant dans le cas ④

réel
,
nous supposons que QD

- ¥ Qi (no) .

les racines sont :

Et = %Æ
2

ZÉ =QfQ
2

ZÉ est nécessairement plus grand que a-¥

car ta > o .

Cette racine est supérieure

à 1 ( nan stationnarité ) si

¥ +Ei > 1

⇐ F744. 7 2- Qa
Cette inégalité est forcément satisfaite
pour

tout ce > 2 .

Dès lors
que 9.32 ,

le

modèle est non stationnaire .

Si qd 2



alors 2-qd o et en prenant le ⑧

carré :

Qi +4 Qz > 4+42-44,

⇐ µ > 1- ya

Si qd -q
.

( dans le cas réel ) alors

µ lç Elus grande racine
et inférieure

de plus petite racine # est interieur
à -1 (non stationnarité ) si

y ,
- Fixer
2-

L -

t

⇐ - Ftq G- 2- 9-

⇒ F+44, 72+4a



cette inégalité est satisfaite pour ④

tout ce. interieur à -2 .
Dès lors que 9. C-2

le modèle est non stationnaire . Si qd - a
dors en prenant le carré :

Qi+44, > 4+4,744 ,

⇐ Q, >
1 tQe

Ainsi
,
si ce +&

la plus petite
racine est supérieure à _ 1 . .

Au total
,

le modèle est asymptotiquement
stationnaire au second ordre ni les

inégalités suivantes sont satisfaites

¥:-a-Qdt - la



üûIÏîâ%ù¥µ .

⑧

*ËËËËËËËËËËËËË
N' saïan

N âÏ¥üâ



Calculons les moments d'ordre 1- et

du processus ARCH
:

Yg = et G ¥ ,
+ 4Mfr + Et

avec (Et , te e) n BB (o? ) en supposant
que Q. et q, sont tels que

les racines

du polynôme retard sont plus grandes

que
1 en module et que le processus

est stationnaire au second ordre
.

Espérance Ou a par défendrai

END= Et + file
,Mike Et)

⇐ Eté = et QrEtait4¥41
puisque le processus est supposéstationnaire



on doit donc avoir ⑧

ETAI = c +QE tkt +GENA

c'est _à _ dire :

ETAI = c-
^ - ch - la

Variance on ne peut pas suivre la
même approche que pour le processus
ARM . . _ Essayons; par définition
ou ai

NUI = Vlc +Qittitfttet Et

comme c est déterministe et que
innovation

,
on a aussi

NUS = NLQik.i-qik.DE



Mis comme Ye. . etYer sont tres
④

probablement corrélé on ne peut simplement
casser la première variance sur le membre
de droite

. . .
Sans connaître ta covariance

entre Yu
,

et Ytr⇒ Il n' est pas

possible de calculer Kohndépendeet
de 84 .

Fouckondlautocovorianceio
(b) = Et tt _µ)Ht- en -tu]

Âmes centré
avec µ = l'espérance

Notons Et = Ye -µ le processus centré .
On peut montrer que le processus
( tttt2) vérifie :

Z
t
= Q, Za, tlfztt.at Et



Il s'agit du même processus ⑦

mais sous la conduite
.

En effet

Yt = c + 4Mt-et Qèltr + Et

⇐ ¥ = petit - q ,
- 9.) + UNE , toi Ytrt Et

⇐ ¥ - µ = QUE ,-µ) + qdYee -µ) t Et

7. ¥ ¥

La fondras d'autocovariance de
(Ye , ttez) est identique à celle du

processus
centré t.EE Il

g-- Elthat then-MD
⇐ Nhl = IELZEZT -h]



⑤
↳ On a .

.

EtZt = lf Et_ , Zttqéttéttt EtZt

⇒ #HÉ -- qEK-afttfk-tz-ih.lt HERD
⇒ Ko ) =QUI + % + EtEt ff27.tk#EtD
# do ) = QND tqt t tfkth-H-it-QHIEE.ltEté

⇒f%)=G%)tQKz)+
-

¥ On a :

htt. , = Cf ZÉ + Qz Etétat Et27- t

A dit = QUOI + QND t ELEE.it

⇐ G-G)tu = q Ko)

⇐ æ=%



On a :
④

ZEZE - z = Qr ZECZEZTQZZÊTEEZEZ

=D 8(2) = Qnd (1) +42810) + Ftttttr)
-

⇐ %=qK1+Qé
Plus gehetalement , on montre de la
même façon que

Kh ) = Kh -Dttkdlh -2)

Nous devons donc résoudre un

système de trois équations
à tous

Inconnues :

To ) = QUI )tQQ2) TE lis

{ an -- Haka Ë!
,94=9,841+4%1



⑦
Ciitolüi ) :

Œ=(¥q + 9.) Ko ) cüi

LÜ Lü -o ti) :

Ko ) = Ça doit ftp.kottyidotto?
⇐ doit -Ça.EE - E) -- E

⇐ do)ËÆ = % au
1- Qz Ca-b)Cats)

⇐ 8cg Chamaillait. oç
1- Un

⇐ Ho , ËÆËÆ rç
1- Qe

⇐ Ko ,ÆËÆ = à
1- Qe



⇐ %)
ËÆÆ9)

= •ç
⑦

1- Qz

⇐ t*aà¥
On vérifie facilement que pour qéo
cette formule donne bien le résultat

que nous
obtenions pour le modèle

ARCH .

On a directement (avec la deuxième

quaker du système ) :

q,
* =-

CHU)Http -9.) U-q -%)
%



Ensuite la fonction d'auto couarde¥
est définie récursivement par

a) =q Kh - e)+9Kfr-2) Ah ! 2

K¥ Comme pour
le modèle ARH

la fondra d'autocovariance
est men nulle est converge vers

o ( si q. et ce
sont tels que le

modèle est stable ) .



Rémi ⑦

Si le processus ARCH
est asymptotiquement

stationnaire
,
alors il admet me

représenterai MA co) :

¥ = µ + ÎÊ Oi Et- i
-

④4) Et

Pour identifier ④K) etµ il
« suffit » d' inverser le pdyaome
retard total . L'ARCH s'écrit :

OIM Yt = c + Et

⇐ Yt = ŒKÏC t ÈLLÏEt

Appliquer un opérateur retard à une contente
ne change rien (une constante en tout- t



ce la même valeur) -
On peut ④

donc remplacer ŒLL)
-

'

c par

Elric .
Par identification

,
on

a donc :

µ = Élite

⇐ µ =
c-

1- g- g
l'espérance
de Y

.

Par identification , on doit aussi
avoir

④G) est
l' inverse

de
ŒL"

À# .
④G) = 1

⇐ ( tqt - QZHÊ.biz = 1

⇐ ÊOË - 9. ÊOIÈIQÎE.biz" = 1

* Êoizi - QIÊOË - 4.Ê.li.ie -

- t



⇐ Ê(Oi - Choi . . -4,0oz )È = 1

④

Az

avec Q
,

-

- 0.2--0

Par identification , on doit donc avoir :

O
.
= 1

Q -4,00--0 9=9,

G- QQ -4,0. = 0 02=9+9?{qq.qqoqqqq.iq:"

qq.a.ae
On peut résoudre ce système pour
la suite

'

@il récursivement en

partant du haut vers
le bas ( la

deuxième équation donner , latraisième

donne Oz , - - - )


