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|ModelesARM#
Dans ce chapitre nous allons
considérer un large classe de
modèles linéaires qui
permettent de construire des
modèles à partir d' un
bruit blanc : ( Et , te a)Mk) .

ARMA

JE Mains
Auto ③

Average
Régressive [mogmnme.b.ee]

[ auto régressif ]



②

d) Le modèle
moyenne

mobile
-

À partir d'un bruit blanc
(Et, t e-Z) de variance o?

et

d' espérance nulle , on
construit

un processus f4 ,
te 2) en

considérant des combinaisons

linéaires des E à différentes
dates

t.MLeproassusmn-tsoitkt.tta) on définit
l'4. , te z ) :

Yt = Et - 0Et - a



avec 0 une constante réelle
,

③

sur laquelle nous poserons des
contraintes plus loin .

Caractérisas le processus en

calculant ses moments d'ordre 1
et 2.

Espérances
Et Yt ) = TE LE t - 0 Et - il

a.exilé →
= EKI - o Eta

,
]

de l'espérance
= 0

VorianadumhttllvHtt = Et Yi ] Êtes -- o

= TELLE -0 Et -Il



④

⇐ NLYÉEELEÊI.EE#-20EtEt-I

linéaritéc- EKMI-FEKH-zok-faq.it
delkspêrana

= (1+02)%+0
»
Et t- t

(bruit- blanc)

Fonctionneraient
1) = Ether ]

EEH-tttttat-o-tlkt-OE.ME#-0Et-h-i)J--tEfEEh..h-
04ham -Mattathias)

-

- EH-h-attEH.4.n.I-NEK.h.at#E..Fssi---tRtEt4,4h!
= {
HMM, si ho Yossi

- Or ! silhfl
0 sinon



La fonction d'autocovariance
⑤

est
µ =

%)

on a donc

en -- [÷. à:O
sinon

la fonction d' autocovariance ou
d' autocorrélation est nulle au

delà du rang

t.PROCESSUSMAUCENTRERagouteruec.ustante dans la définition
de Ht , te x ) n' affecte que l'espérance, pas
les moments d' ordre 2 .

Yt = µ + Et - ⑧ Et- t



• ETAI = Etµ + Et -0 Et. . ]
⑥

⇐ Etait = µ + ÉETI - O Et_ ,

⇐ Eté =µ
A t

• NLYTI = TELHt - EUH

⇐ NLYÉ = Effort E- - O Ee- e -a)Y

⇐ NUI = ELLE -OEM

Lo NHA = LAME tt ËÊEËE
•
Idem pour

la fonction d'autocaroube

Remarquer les moments d'ordre a ete
-

du processus
ne dépendent pas

du temps . Le processus MAH)

est toujours stationnaire lie
pour
toute valeur de O )



⑦

Remarqué Si O -
_ a alors

= -a-

1ta

Main à D= la once :

eh -

-
-

à
Attlee

⇐ en = -

CE
Ce2

⇐ = -
a-
1 toi

Autrement dit, pour a-an

0=11a le processus
a les mêmes

propriétés en termes
de dépendance .

⇒ cela va poser un problème
d'identification .

Pour résoudre le problème
d'équivalence

observationnelle , on suppose que

Mlle .
On verra un autre argument

plus bas .



Remarquez La structure de dépendance
du MAH ) est trés limitée : %
est corrélé avec Yee , Coulter)

mais pas avec Yt.ee pour 1hm .

La corrélation non nulle

apparaît car deux Ycauséatfs
ont un E en commun .

De plus on peut vérifier

que
la corrélation d'ordre

1- est nécessairement comprise
entre - Yz et % .

µ§È Fade graphiquesourd
glttt

- -
-

'IL

a

% - -
-



On peut enrichir la structure
d'autre corrélation en rajoutant
des retards sur les innovations

E.lk#MAk)
Soit ( Et , te 2) un

bruit blanc

de variance oç .

On définit
le processus

MAU) Ht , tt 2) de

la façon suivante :

Y
+

= Et - QEt- t
-Oét-2

Remarques On pourrait rajouter une
constante et vérifier que
cela n'affecte que l'espérance,
comme dans

le casdu modèle
MAU ) .



•
Ou montre facilement que

⑧

l'espérance est
nulle

:

ELYÉ = EL Et - QQ - e
-

O
. Et-e)

⇐ EUH = EKI - OnEtait - Odette]
⇐ END = a

•
Calculons la variance :

N (YÉ = ELLE t -Q Et- , -Oz Et-a)Y

⇐ VK.f-ELEE-oih.itÉTÉ -2944-294-4-2
+2994kf

⇐ NIKI = EtionsÉtoiles ]

⇐ NUI = ELGIN?EKI I toiEtait

⇐
'

NLYtf-ltt-oii-O.to#-



•
Calculons l'autocovariance

④

d'ordre 1 :

8ft) = EHÈK -il
_

⇐, 84 ) = ELLEt -Ott- i - KEE-a) (Et- e- On Etr -0k¥
-#

→ produit non nul en espérance
- produit nul en espérance

⇐ KH -

_ Et-4¥ +4k¥ ]

⇐H)=QlE



①

• Calculons l'autocovariance
d'ordre 2 :

#
8k ) = Effet-Ott- e -0kt-a) (Et-e- On Ets -Oét-D)
-¥

(⇒ X) = _ GELEES

⇐ µ=_qI
•On vérifie que les autocovariances

d'ordres supérieurs sont
nulles car il n'y

a plus d' innovations communes :

A) = ELLE -Ott
- e-
KEENEh-QG-h-i-KEE.hr)

⇒ Hh) = ELFEt.ef-QELETE-n-I-KEH-E-h.it
- MELEt.ft-hI-QELEt-Et-h-DI-QGEKt-ft.hr]
- % Etait

-hltodhkftéth
-il +0Mff.tt

-
ad



⇐ Tch ) = o f IN ) 2-
=D La fonction d'auto covariance

d' un MAK) est nulle au delà

du rang 2 .

⇒ le processus est stationnaire ftp.oe)

Ou déduit la fonction d'auto -

corrélation directement :

f4 )=QK
1+42+0,2

=
-

9-
1+0,2+0?

Uhl = o si 1h13 2



①

d.3)test

Soit ( Et , te 2) un
bruit blanc

de variance oç .

On définit
le processus MAG

) ¢ ,
tt E) de

la façon suivante :

Yt = Et + Q Et- , + OzEt-zt -
-
- t Oq Et-q

Remarqué Ou pourrait rajouter une
constante

,
ou autre texto

déterministe
,

cela n'affecteraitque
l'espérance .

Nous n' avons pas adopté la même paraméhrisat
que pour

le MAG ) ou MA (2), en ne définissent pas⑤
lemal" 'ommyee= g. Et.

.

- & Ete - -
-
- & Et-9

le choix de la paramétrisation (signe
des coefficients ) a évidemmentdes



des conséquences sur
l'expression

④

de la fonction d'auto covariance

•

L' espérance de Yt est
nulle

ELYÉI = o

•
Calculons la variance :

NUI = Et YÎ )

(⇒ NLYÉ = EL (Et +QQ.HE.ee - -
- laEt-q )]

⇒ NUI = Et Étoilait KEI - - + OIEÊq ]
nous
n'étions pas les

termes aazé car ils sont
nuls en espérance .

⇒ ivlyit-ui-oii-oixi.tk#z



④
• Calculons la fonction d'autocovariance

9h ) = EHTYT- h ]

⇐, Mh) = EL ( Î ? Et- i ) (Êoi Et- h - i))
avec 0

.

= 1 .

⇐ Kh) = Et Ê
.
Ï Oioj Et - iEt-h-à ]

⇐ %) = ËË. QQ.IE/Et-iEt-er-jI
Notons

que ELE.IE te;) est nulle

sauf si t - i = t -hj c'est-à-dire si
i = htj ou j = i - h , dans ce cas

on a TEL Eti Et
-hj} %



On peut donc simplifier le
④

double somme en éliminant les termes

nuls (et posant j -- i -h )

µm÷Éæ
avec
, par

convention :

O = o
si les i

i -h

=D Tch ) = o A 1h13 q

La fonction d' auto covariance d'ou

MA 4) est nulle au
delà du

rang q .



④

Pour obtenir me positonce
« langue» au sens ou Yt

et Yeh

sont corrélé pour
de grandes

valeurs de h
,

il faut rajouter
de nombreux retards dans le

modèle MA
,

c'est _à _

dire de

nombreux paramètres . A
l'extrême si on souhaite que

Ye soit corrélé avec toutson passé
il faut avoir un nombre infini
de retards sur l' innovation !

Ce n'est pas très parcimonieux . . .



d.4)¥+0)
⑨

Soit ( Et , te 2) un
bruit blanc

de variance oç .

On définit

un processus
MA (a) + ,

tt E) de

la façon suivante :

Yt = µ + ÊO Oi Et - i

avec 0. = 1
et ( Ei );en une

suite absolument sommable, c'est_

à
_

dire telle que

EÎ toit C a
l'espérance de ce processus

est

égale àµ et sa variance :



②

NHS = ELLE -µ)
' ]

⇐Nuit = Et LÊQ. Et
-it )

⇐ NHA -- E ( Ê. Oieà ]

⇐ vk.fi?.oiEKtiI

⇐µHD=oÏ
La variance est faux car si les 0 sont

absolument sommable alors la somme

des carrés est aussi finie :

ii. toit ca car E.io il co

⇐ Ê ai + Î
. Ça taillait La

On doit donc nécessairementavoir Îa? La



La fonction d'autocovariance
②

est :

Mh ) = Et TÊ
.

Oi Ee
- i ) (Î

.

Oi 4-h - it)

(⇒ 9h) = Et ÎÎ. OiOi Eei Etais ]
(⇒Nhl = ÎEÊ

.
Oidj Et Eti Et -a -il

⇐HH=EÊQOi-
↳ la fonction d'auto covariance,
et donc la fonction d'autocorrélation , est
non
nulle

pour
tout h

.



②

terrerait
Nous avons vu que le modèle

moyenne
mobile

,
MA
,
est peu

économe

si on cherche à modéliser un

processus stochastique
avec ue

persistance longue . Dans
cette

section ou s' interesse à un modèle

en ce sens beaucoup plus parcimonieux.

%) Le modèle ARLD
- g

BBKE )

soit le + , te E) un bruit

blanc
,
Nt , tt E ) est un processus

auto régressif d' ordre 1- s' il
est défini par

la récurrence



stochastique suivante :

④

Y
+

= Q YE- it Et

On suppose que
E est

indépendant du passé de Y, c'est
une

innovation
.

On suppose
aussi
,
nous

allons voir plus
loin pourquoi, que

le paramètre
auto regrossit et plus petit que
1- en valeur absolue : IqK1 .

Calculons les moments d'ordre

1 et 2 de ce processus
en

supposant qu' il est stationnaire .



-
Calcul de l'espérance :

④

E-HD = ELQYt.it Et]

⇐ EUH -

- yEtait EKTI
:

Puisque le processus est stationnaire
les moments sont invariants et

donc
EHD-ttttt.it

Ainsi nous devons avoir

ETÉ -- qETAI

pour
tout q (dans l' intervalle

ouverts -tac ) . La seule solution

possible pour l'espérance est

EHt-



-
Calcul de la variance :

⑧

NLYTI = NLQYt.it Et]

Canne Et est indépendant du

passé de Yt , nous pouvons
« casser » la variance sur

le

membre de droite :

NKM = NLQYt.it +NUI

⇐ N tkt 92N Ht. . ) + t?

Sous l' hypothèse de stationnarité
nous avons NH-t-NHt.it . La

variance est donc solution de

NHA = 9WHÉ + t'



⑧
Tous obtenons

fut-Il
La volatilité de Ht , TEZ )

est d'autant plus importante que :
←

la variance de
l'innovation

c est grande
-

le paramètre auto régressif q
est proche de 1 ou _ 1

Remarqué La variance
n'est pas

définie pour tqt
= 1
,
elle

devientmême négative
pour 14111 .



-
Calcul deta fonction d'

aubcouonarEQcarytstdhI-_tELYtYt-hIdespetanmqe@uaiYtYt.h
= Y Yt-Mt-h + ENt- h

en prenant l'espérance, il
vient :

EHNtr) = 4 EHt-Mt-h) + ELENt-hl

concentrons - nous sur le cas 1h41,

puisque nous avons déjà
calculé

la variance . On sait que

E- ( EN t.ee) = 0

car Et est indépendant du passé
de Ye .

Par définition de la

fonction d' auto coursera , nous



⑧

avons donc

9h ) = QTCH -D

La fonction d'autocovariance est donc
complètement définie de façon récursive

puisque %)
est connu ( il s'agit

de la variance ) :

C) = à
r-q

XD = q .

E-
1- QZ

% = q? E
: e-qe

% = q
" re

;
F



②

Remarqué la fonction d'auto couarde
est non nulle

,
à tout ordre ,

et décroissante (en valeur
absolue) .

La fonction d' auto corrélation est

|é
Remarqué le paramètre autoregrossit

q s' interprète
donc comme un

paramètre de persistance, plus
il est proche de 1 (out ) moins
vite la tordras d'autocorrection
va converger

vers 0
.



Exact Calculer les moments
③ -

d'ordre 1- et2 du processus

Ye = C t QYt.it Et

avec (Et , teE) v BBLOE ) ,

14kt , sous l'hypothèse de
stationnarité

.


