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EXERCICE 1 Soit le processus moyenne mobile
MA(2):
5 1
Y, =¢e¢ — 6&—1 + 651&—2
oll &; est un bruit blanc d’espérance nulle et de

variance o2.

(1) Ce processus est-il stationnaire au second
ordre? Justifier sans calcul.

(2) Calculer l'espérance et les autocovariances
~(0), v(1), v(2) ainsi que ~y(h) pour h > 3.

(3) En déduire la fonction d’autocorrélation p(h).
(4) Le processus est-il inversible? On déterminera
les racines du polynéme retard moyenne mobile
et on donnera sa factorisation.
EXERCICE 2 Soit le processus AR(2) :
1
Yi=1+Y1 — §Yt—2+€t

avec ¢; un bruit blanc d’espérance nulle et de
variance o?2.

(1) Montrer que ce processus est asymptoti-
quement stationnaire au second ordre. Que
remarque-t-on sur les racines du polynéme re-
tard?

On suppose dans toute la suite que le processus
est stationnaire au second ordre.

(2) Calculer son espérance.

(3) Ecrire les équations de Yule-Walker et en
déduire v(0), v(1) et (2) en fonction de o2.

(4) Donner la relation de récurrence vérifiée par
~v(h) pour h > 1. En résolvant cette récurrence,
donner la forme générale de y(h) et commenter
le comportement de la fonction d’autocorrélation
lorsque h varie.

EXERCICE 3 Soit le processus AR(1) gaussien :

Yt = C+ ©Yi—1 + €, lpl <1

avec g, ~ N(0,02), indépendants entre eux. On
note Yr = {y1,¥2,...,yr} I"échantillon observé
et 6 = (c,p,02)" le vecteur des parametres. On
supposera le processus stationnaire.

(1) A 'aide du théoreme de Bayes, écrire la décom-
position de la vraisemblance exacte. On précisera
la loi marginale de la premiere observation y;.

(2) Définir la vraisemblance conditionnelle (on
conditionnera par rapport a y;) et donner l'ex-
pression de la log-vraisemblance conditionnelle.

(3) Montrer qu’a o2 fix¢, la maximisation de la
log-vraisemblance conditionnelle par rapport a
(¢, ) équivaut a un probleme de moindres carrés
ordinaires. En déduire l'estimateur sous forme
matricielle, puis 'estimateur de o2.

(4) On souhaite tester 'absence de dynamique,
c’est-a-dire Hy : ¢ = 0 contre H; : ¢ # 0. Sachant
que VT(¢ — ¢) LN N (0,1 — ?), proposer une
statistique de test et donner sa loi asymptotique

sous Hy. Quelle est la reégle de décision au seuil de
5%?

EXERCICE 4 Soit le processus MA(1) :

Yi=¢es+261



ol ¢; est un bruit blanc d’espérance nulle et de
variance o2.

(1) Calculer la fonction d’autocovariance puis
I'autocorrélation d’ordre 1 de {Y;}.

(2) On considere le processus Y, = w + %ut,l
oll u; est un bruit blanc d’espérance nulle et de
variance o2 = 4¢2. Montrer que {Y;} et {Y;} ont la
méme fonction d’autocovariance. Que peut-on en
conclure sur l'identification d'un processus MA a
partir de ses moments d’ordre 1 et 2?

(3) Rappeler la définition de l'inversibilité d'un
processus MA. Parmi les deux représentations
précédentes, laquelle est inversible? Pour cette
représentation, exprimer (a l'aide du polynéme
retard) I'innovation en fonction du présent et du
passé du processus observé.

(4) Pourquoi impose-t-on la condition d’inversibi-
lité lors de I’estimation d"un modele MA?



