SERIES TEMPORELLES

UNIVERSITE DU MANS (EXAMEN, L3)

EXERCICE 1 Soit le processus AR(2) défini par :

3 3 1
Yi=-+-Y,1—Y:_
t= 3 + gl T g2 + &t
avec ¢; un bruit blanc d’espérance nulle et de
variance o2.

(1) Montrer que ce processus est asymptotique-
ment stationnaire au second ordre.

(2) Calculer son espérance.

(3) Ecrire les équations de Yule-Walker et en
déduire les expressions des autocovariances v(0),
v(1) et v(2) en fonction de o2.

(4) Donner la relation de récurrence vérifiée par
I'autocovariance y(h) pour tout h > 1, puis en
déduire la forme générale de y(h).

EXERCICE 2 Supposons que {y;,t € Z} soit un
ARMA(1,1) de la forme :

1 1
yr=1-— SYi-1 +er+ 251
avec ¢; un bruit blanc d’espérance nulle et de
variance 1.

(1) Le processus est-il asymptotiquement station-
naire au second ordre et inversible ? Justifiez votre
réponse.

On suppose que les conditions initiales sont telles
que le processus est stationnaire au second ordre.

(2) Quelles sont les implications de cette hypo-
these sur les moments d’ordre 1 et 2? (3) Calculez
I'espérance (on notera p). (4) Calculez les auto-
covariances v(0) et y(1). (5) Etablir la relation
de récurrence vérifiée par y(h) pour h > 2 et en

déduire une expression explicite. (6) Que peut-on
dire du signe de la fonction d’autocorrélation p(h)
lorsque h varie?

EXERCICE 3 Soit le processus AR(2) gaussien :

Yt = C+ P1Ys—1 + P2Yt—2 + €¢

avec g, ~ N(0,02), indépendants entre eux. On
note Yr = {y1,¥2, ..., yr} I'échantillon observé et
0 = (c,¢1,p2,02) le vecteur des parametres. On
supposera dans tout 1'exercice que le processus
est stationnaire.

(1) En utilisant le théoreme de Bayes, écrire la
décomposition de la vraisemblance exacte. Pour-
quoi cette vraisemblance est-elle plus délicate a
manipuler que dans le cas d'un AR(1)?

(2) Définir et écrire la vraisemblance condition-
nelle (on conditionnera par rapport aux deux
premieres observations y; et y2). En quoi differe-
t-elle de la vraisemblance exacte et quel est son
intérét pratique?

(3) Donner l'expression de la log-vraisemblance
conditionnelle. Montrer qu’a o2 fix¢é, la maxi-
misation de la log-vraisemblance conditionnelle
par rapport a (c,¢1,92) équivaut a un pro-
bleme de moindres carrés ordinaires. En déduire

'estimateur correspondant sous forme matricielle.

EXERCICE 4 Soit {z;,t € Z} un processus AR(1)
stationnaire :

Ty = pTi—1 + N, lp| <1

ol 7; est un bruit blanc d’espérance nulle et de va-
riance 072,. On observe en réalité x; avec une erreur
de mesure :

Yt = Tt + &



ol ¢ est un bruit blanc d’espérance nulle et de va-
riance o2, indépendant du processus {7, s € Z}.

(1) En utilisant le polynéme retard, montrer que le
processus y; vérifie :

(1= pL)ys = + €1 — pei—1

(2) Calculer la fonction d’autocovariance du
membre de droite & = 7, + &4 — pey_1. En déduire
que & admet une représentation MA(1) du type
& = uy —Ouy_q ol uy est un bruit blanc de variance
o2
(3) En déduire que y; est un processus ARMA(1,1)
que l'on explicitera. Donner le systeme d’équa-
tions vérifié par les parametres 6 et o2 de la
représentation.

(4) Le processus y; est-il stationnaire au second
ordre? Est-il inversible ? Justifier.



