SERIES TEMPORELLES
(Eléments de correction)

UNIVERSITE DU MANS (EXAMEN, L3)

EXERCICE 1

(1) Le polyndme retard auto-régressif est :

3 1

SL+-I2

4 * 8

Cherchons ses racines : %LQ —3L+1=0,s0it L> — 6L + 8 = 0, dont les
racines sont L; = 2 et Ly = 4. Toutes deux sont strictement supérieures a 1

en module, le processus est donc asymptotiquement stationnaire au second
ordre. On a d’ailleurs la factorisation :

B(L) = (1 - ;L> (1 - iL) .

(2) Sous stationnarité, E[Y;] = u pour tout ¢, et 'application de 1’'espérance
al’équation du processus donne :
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B(L)=1-
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(3) Notons Y; = Y; — ft, qui vérifie :

- 3. 1~
Yi=-Y 1— Y o+e
6= g1 gl e
En multipliant cette équation par Y;_j et en prenant I’espérance, on obtient

pour tout h > 1 les équations de Yule-Walker :

1) = A= 1) = 39(h=2), k1

(en utilisant y(—h) = ~(h)). Pour h = 0, on obtient en outre, en multipliant
parY;:



Pour h = 1:7(1) = 37(0) — 1~(1), donc 2v(1) = 2~(0), d’our:

Pour h = 2:7(2) = 39(1) — 13(0) = 3 - 24(0) — 17(0) = £+(0), soit :

3

1(2) = $4(0).

Pour h = 0 : en substituant ces deux relations,

3 2 1 3

7(0) = 7-370) = 5 - 37(0) + o2,

soit v(0) (1 — § + &) = o2, Cest-a-dire 22+(0) = o2. Finalement :
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7(0) =

(4) La relation de récurrence est, pour tout h > 1:

3

1) = S(h = 1) = 59k —2)

L’équation caractéristique associée est r2— %r + % = 0, dont les racines sont
ry = % etry = % (inverses des racines L1, Ly trouvées a la question 1). La
solution générale est donc :

ORO

les constantes A et B étant déterminées par les conditions initiale ~7(0) =
% olety(l) = ié; o2. La résolution du systeme linéaire A+ B = 35, 4 + % =
122 donne A — o= ag et B = —12052. On a donc finalement :

64 (1\" , 128 [1\" ,
7(@—21(2) 08_1()5<4> e

On note que v(h) tend vers 0 lorsque h — oo, ce qui est cohérent avec la
stationnarité du processus.

EXERCICE 2
(1) Le polynome retard auto-régressif est 1 + 5L, dont la racine est L = —2,

supérieure a 1 en module : le processus est asymptotiquement stationnaire
au second ordre. Le polyndme retard moyenne mobile est 1 + 1L, dont la

2



racine est L = —4, également supérieure a 1 en module : le processus est
inversible. Ces deux racines étant distinctes, on travaille bien sur la repré-
sentation minimale d'un ARMA(1,1).

(2) Sous stationnarité au second ordre, 'espérance et la fonction d’autoco-
variance sont invariantes dans le temps : E[y;] = p et E[(y: — p) (y4—p — )] =
v(h) ne dépendent pas de t.

(3) En appliquant 'espérance a I’équation du processus :

PR SO
p=l-cp=p=z.

(4) Posons ¢y = y; — p. Alors :

_ 1._ . —I—l
Yyt = 2yt—1 &t 4€t—1-

On a besoin de E[g;¢;] et E[gie;—1]. Comme ¢ est, par inversion du poly-
ndme retard auto-régressif, une combinaison linéaire des innovations cou-
rante et passées, on obtient directement :

Eljied] = 02 = 1.

Pour E[g;£,—1], on substitue :

5 1. 1
E[jier1] = —=E[fi_16¢-1] + 0+ ~0?
2 4
111
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En multipliant I’équation de g; par g puis par y;—1 et en prenant les espé-
rances :

10 =510+ 1+ 1 (3] =370 + 15

1 1 1 1
1) = =570 +0+ 5 1= =210 + 5.

En substituant la seconde dans la premiére, on obtient :

1 1 1 15 1 13
10 =3 (370 + 1) + 15 = 17O + 15

soit 37(0) = 12, d’our :
13 1 13 1 7

1:—7'7 _ = ——,
W==5"5+ti1=x



(5) Pour h > 2, I'innovation €;_1 n’est plus corrélée avec g;_j (qui ne dé-
pend quedee;_p,e4—ph—1, .. .). En multipliant I'équation de g, par §;_j eten
prenant l'espérance, il vient :

Ah) = —5(h 1), B2

Par itération, en partant de (1) = — o :

v(h) = (—;) h_lv(l) = —% (—é) h_l, h>1.

En particulier v(2) = 55, v(3) = —9—76, etc.

(6) L'autocorrélation est p(h) = ~(h)/v(0). Comme ~(0) > 0, le signe de
p(h) est celui de y(h). La récurrence (k) = —3~(h — 1) implique que y(h)
change de signe a chaque pas pour h > 1. Comme par ailleurs (1) < 0, on
a p(h) > 0 pour h pair et p(h) < 0 pour h impair (sans oublier p(0) =1 >
0). La fonction d’autocorrélation est donc alternée, avec une décroissance
géométrique en module de raison 3.

EXERCICE 3

(1) Notons f la densité jointe de 1’échantillon. En appliquant le théoreme
de Bayes de maniere itérée :

fQr;0) = f(y1,92;0)

T
< [T £ | ge-1 -2, 113 0).
=3

Or, dans le cas d'un AR(2), y: ne dépend que de (y;—1, y:—2) une fois condi-
tionné par le passé, et I'innovation ¢; est gaussienne : la loi conditionnelle
esty; | yi—1,Yi—2 ~ N(c+ p1yi—1 + @212, 02). La vraisemblance exacte
s’écrit donc :

L(0;Yr) =f(y1,y2;0)
1

2
_ (Wi—c—e1ys—1—¥2yt—2)
e 20%

Difficulté par rapport a I’AR(1) : dans le cas d’'un AR(1), la loi marginale de
l’observation initiale y; est simplement la loi stationnaire univariée N (y, v(0)).



Ici, il faut écrire la loi jointe de (yi1, y2), qui sous stationnarité est une loi nor-
male bivariée d’espérance (u, 1) et de matrice de variance-covariance :

_ (7(0) ~(1)
22‘(%1) 7(0))’

ot v(0) et (1) sont des fonctions non linéaires des parametres (1, p2, 02),
déterminées par les équations de Yule-Walker. C’est cette dépendance non
linéaire qui complique l'écriture (et I’optimisation numérique) de la vrai-
semblance exacte.

(2) La vraisemblance conditionnelle s’obtient en traitant (y;, y2) comme dé-
terministes (« données ») plutot qu’aléatoires :

T
Le(0; V1 | y1,y2) = Hf(yt | Ye—1,y1—2;6).
t=3
Soit explicitement :
1 _(yt—0—¢1yt71—¢2yt72)2
e 203

Elle differe de la vraisemblance exacte par l'absence du facteur f(yi,y2;0).
Son intérét pratique est double : (i) elle ne fait intervenir les parametres
que de maniere linéaire dans la moyenne conditionnelle, ce qui rend 1'op-
timisation beaucoup plus simple; (ii) la perte d’information (f(y1, y2)) est
négligeable lorsque 7T est grand, et 'estimateur du maximum de vraisem-
blance conditionnel reste convergent et asymptotiquement équivalent a ce-
lui du maximum de vraisemblance exacte.

(3) La log-vraisemblance conditionnelle est :

T -2

Inl,= — In(2mo?)

1

T
T 952 Z(yt —Cc— P1Yi-1 — P2yi—2)>
€ =3

A o2 fixé, seul le second terme dépend de (c, 1, p2); sa maximisation re-
vient a minimiser la somme des carrés des résidus :
T

S(e,o1,02) = Y (4 — ¢ — Prvp-1 — Pay1-2).
t=3



C’est exactement le critére des moindres carrés ordinaires appliqué a la ré-
gression de y; sur la constante, y;_; et y;_o, a partir de ¢t = 3. En posant :

Y3 1y Y1
Y4 I ys Y2

Yy = 5 X = . )
yr 1 yr1 yr—o

X étant de dimension (7" — 2) x 3, I'estimateur s’écrit :

¢
B= |01 ] =(XX)"'X"y.
2

On retrouve enfin l’estimateur de o2 en remplagant les parametres par leurs
estimations dans la condition de premier ordre par rapport a o2 :

T
— 1

2 - A o 2
0C=7 5 t§_3 (Yt — ¢ — P1ye—1 — Payi—2)" .

EXERCICE 4

(1) L’équation du processus latent peut s’écrire (1 — pL)x; = n;. En appli-
quant 'opérateur (1 — pL) a I'équation de mesure y; = x; + ¢, on obtient :

(1= pL)ys = (1 = pL)w¢ + (1 — pL)ey,
soit :
(1= pL)ye = ne + et — pes—1.
Notons & = n: + &4 — pey_1 le membre de droite.

(2) Calculons les autocovariances de &;. Comme 7 et € sont des bruits blancs
indépendants entre eux et a toutes les dates :

v¢(0) = Var(n;) + Var(e;) + p*Var(g,—1) = 03) + (14 p*)ol.

Ye(1) = E[(m + &¢ — per—1) (-1 + €01 — per—2)] = —PU?

Pour h > 2, tous les croisements font intervenir des innovations a des dates
distinctes, donc indépendantes : y¢(h) = 0.

La fonction d’autocovariance de &; est donc identique a celle d"'un MA(1) :
Y¢(h) = 0 pour h > 2, et 7¢(0) # 0, 7¢(1) # 0 (pour p # 0). On peut donc
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u’

écrire & = u; — Buy_1 avec u; un bruit blanc de variance o7, ol1 6 et O'Z sont

déterminés par :

2
€9

(1+6%)03 = o5 + (1 + p*)a?,
—002=—po

soit :

2 _ .2
Oo;, =po:.

{(1 +0%)02 = 02 + (1 + p?)o2,

La condition d’inversibilité
acceptable.

6] < 1 permet de sélectionner 1'unique solution

(3) En substituant la représentation MA(1) de & dans I'équation (1—pL)y; =
&, on obtient :
Yt = pyr—1 + up — Qug_1,

ce qui est bien un processus ARMA(1,1) de parametre auto-régressif p, de
parameétre moyenne mobile 6 et d’innovation u; de variance JZ, ces deux
dernieres quantités étant déterminées par le systéme ci-dessus.

(4) La racine du polyndme retard auto-régressif est 1/p, strictement supé-
rieure a 1 en module sous I’hypothese |p| < 1 : le processus y; est asympto-
tiquement stationnaire au second ordre. Par construction (voir la question
2), 6 peut étre choisi tel que || < 1, ce qui assure également l'inversibilité
de la représentation ARMA(1,1).

Remarque. Cet exercice illustre une situation trés courante : une dynamique
AR(1) observée avec une erreur de mesure devient un ARMA(1,1). Plus généra-
lement, 1’observation bruitée d’'un AR(p) donne un ARMA(p,p). Ce résul-
tat motive 1'usage des représentations état-mesure et du filtre de Kalman,
qui permettent de travailler directement avec le modéle d’origine plutot
qu’avec sa forme ARMA réduite.



