Modéles ARMA

Séries Temporelles

Modéles ARMA 1/99



© Introduction

© Le modéle Moyenne Mobile (MA)
© Le modéle Autorégressif (AR)

@ Inversibilité des processus MA
© Le modéle ARMA(p,q)

@ Résumé et comparaison

Modéles ARMA 2 /99



Les modéles ARMA

Dans ce chapitre, nous allons considérer une large classe de modéles linéaires qui permettent de
construire des processus stochastiques a partir d'un bruit blanc (&, t € Z) ~ BB(0,0?).

ARMA = AR + MA
o AR : Auto-Régressif (Auto-Regressive)

@ MA : Moyenne Mobile (Moving Average)

Ces modéles permettent de capturer différentes structures de dépendance temporelle de maniéres plus
ou moins parcimonieuses.
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Le modele MA(1)

Définition
Soit (e, t € Z) un bruit blanc de variance o2 et d’espérance nulle. On définit le processus MA(1)
(Ye, t € Z) par:

Yt =&t — 9€t_1

ol 6 est une constante réelle.

Le processus Y; est une combinaison linéaire des innovations ¢ a différentes dates.

Caractérisons ce processus en calculant ses moments d'ordre 1 et 2.
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Espérance du MA(1)

Calcul de I'espérance :

E[Y:] = E[er — Oe¢_1]
= Ele;] — 0E[er—1] (linéarité de I'espérance)
=0-0-0
=0

L'espérance du processus MA(1) est nulle pour tout t.
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Variance du MA(1)

Calcul de la variance :

Var[Y] = E[Y?] (car E[Y:] = 0)
=E[(e: — e:-1)?]
=E[e? — 20c.e, 1 + 072 _|]
=E[e?] — 20 Elewer 1] +0°E[e2 ]
=0 (bruit blanc)
=02 + 0%0?

= (1+6%)0?

La variance est constante et ne dépend pas de t.
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Fonction d'autocovariance du MA(1) (1/2)

Calcul de ~(1) :

(1) = E[Y: Yed]
=E[(er — O2¢—1)(er—1 — Oer—2)]
= Eleter 1] — OF[erer_o] — OE[e2 ;] + 0°Eles 16, o]

Les termes Eleie;—1], Eleres—a] et E[es—16¢—2] sont nuls (bruit blanc).

Donc :
1) = ~0E[EE 4] = 607
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Fonction d'autocovariance du MA(1) (2/2)

Calcul de ~(h) pour |h| >2:
Pour |h| > 2, les produits Y; et Y;_p, n'ont aucune innovation € en commun :

v(h) = E[(et — Oe—1)(ee—n — Oet—p-1)] =0

(1+6%)0% sih=0
v(h) = —00? si|h=1
0 si |h| >2

La fonction d'autocovariance est nulle au-deld du rang 1.
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Fonction d'autocorrélation du MA(1)

La fonction d'autocorrélation est :

1 sih=0
v(h) -0
h—iz =
o) =10 = g s lhl=1
0 si |h|>2

Propriété importante

On peut vérifier que |p(1)| < % pour tout ¢ € R.
En effet, en étudiant la fonction f(0) = %, on montre que son maximum est 3 (atteint en 6§ = —1)

et son minimum est —1 (atteint en § = 1).
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, - . 1
Démonstration : [p(1)| < 3

. —6
Soit 7(0) = 11 Calculons les extrema.
— 2 . 2 _
£1(0) = (1+6°)+6 20: 6* -1
(1+62%)2 (1+62%)2

o fI(f) =0 0=+l
o f(—1)= % (maximum)
e f(1) = 7% (minimum)

o Iim9_>ioo f(e) =0

Donc|—= < p(1) <

5 < pour tout 6 € R.

N =
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Processus MA(1) non centré

Définition

On peut ajouter une constante dans la définition :

Yt = [L+Et — 051-_1

Cela n'affecte que I'espérance, pas les moments d’ordre 2 puisque nous ne faisons que rajouter une
constante (déterministe) :

o E[Y]=p
e Var[Y] = (1 + 0?)0? (inchangée)
@ ~y(h) inchangée pour h# 0

Stationnarité

Le processus MA(1) est toujours stationnaire, quelle que soit la valeur de 6.
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Probléme d'identification du MA(1)

Observation

—a

1+37 /
1 —1/a —1/a —a
S a2 r(1) 1+1/a®2 (a®+1)/a®> 1422

Si 0 = a, alors p(1) =

Autrement dit, pour § = a et § = 1/a, le processus a les mémes propriétés en termes de dépendance!

= Cela pose un probléme d’identification : on ne peut pas distinguer ces deux modéles a partir des
données.

Convention d'inversibilité

Pour résoudre ce probléme d’équivalence observationnelle, on impose |6] < 1.
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Structure de dépendance du MA(1)

Remarque

La structure de dépendance du MA(1) est trés limitée :
@ Y, est corrélé avec Y;_; (covariance non nulle)

@ Y; n'est pas corrélé avec Y;_j pour |h| > 2

L'autocorrélation non nulle & I'ordre 1 apparait car deux Y consécutifs ont une innovation € en
commun. Les couples de variables Y plus éloignées dans le temps ne partagent aucun ¢.
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Le modeéle MA(2)

Définition

Soit (&, t € Z) un bruit blanc de variance o2. On définit le processus MA(2) (Y;, t € Z) par :

Y =€t — b1 — boer o

On enrichit la structure d'autocorrélation en rajoutant des retards sur les innovations .

Remarque

On pourrait ajouter une constante y; cela n'affecterait que I'espérance, comme dans le cas du MA(1).
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Espérance et variance du MA(2)

Espérance :
E[Yt] = E[Et — 916;5,1 — 928;5,2] =0

Variance :

Var[Y:] = E[(er — b1e4-1 — 02€t_2)2]

= ]E[sf + 9%5%,1 + 9%6?,2 — 2014811 — 20264610 + 2010261 _16¢2]
Les termes croisés sont nuls (bruit blanc), donc :

Var[Y] = E[¢7] + 07E[e7_,] + 03E[e7_,] = (1 + 63 + 63)0?
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Autocovariance d'ordre 1 du MA(2)

Calcul de (1) :

v(1) = E[Y; Yi-1]

=E[(er — O16¢—1 — Orer—2)(r—1 — b16¢—2 — O25+_3)]

Seuls les produits d'innovations de méme date sont non nuls :

— 2
(] —91&},1 cEt—1 = —918,:_1
— 2
o —9261.,2 . (—9151»,2) = 01925t—2
Donc :

V(1) = —01E[e7_,] + 016:E[e7_,] = (—61 + 6162)0°
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Autocovariance d'ordre 2 du MA(2)

Calcul de ~(2) :

v(2) = E[Y; Yi-2]
=E[(er — O16¢—1 — Ore¢—2)(e¢—2 — b16¢—3 — boer—4)]

Seul le produit —0e;_5 - €;_2 est non nul :

1(2) = —6:E[e?_o] = —620°

Pour |h| > 3 : Il n'y a plus d'innovations communes entre Y; et Y;_, donc :

v(h) =0 pour |h| >3
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Résumé pour le MA(2)

Fonction d'autocovariance

(1+62+62)02 sih=0
(=4 G e
0 si |h| >3
Fonction d'autocorrélation
p(1) = m, p(2) = 1+;12010§’ p(h) =0si|n >3

= La fonction d'autocovariance d'un MA(2) est nulle au-dela du rang 2.
= Le processus est stationnaire pour toute valeur de (61, 6>).
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Autocorrélations du MA(2) : représentation graphique

Autocorrélation d’ordre 2
—b>

1 102
o —— 2:7
p(1) 1402 1 62 r(2) 1+62+62

Autocorrélation d’ordre 1

n 0.4 n
= ~
< <
Triangle d'inversibilité : 6> > —1, 01 + 6> < 1, 6> — 01 < 1.
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Le modéle MA(q)

Définition
Soit (e, t € Z) un bruit blanc de variance 0. On définit le processus MA(q) (Yz, t € Z) par :

Yi =€t + 0161+ 026r 0+ -+ 044

Remarque sur la paramétrisation

On a changgé le signe des coefficients par rapport au MA(1) et MA(2). Ce choix de paramétrisation
affecte I'expression de la fonction d’autocovariance mais pas les propriétés fondamentales du modéle.

On pourrait ajouter une constante i ou un autre terme déterministe ; cela n'affecterait que |'espérance.
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Moments du MA(q)

Espérance :

Variance :

Var[Y;] = E [(st + 016621+ + qut,q)z]
=E[e}] + O1E[e} 1] + - + 02E[e] ]

Les termes croisés 0;0;e;_je;—; pour i # j sont nuls en espérance.

Var[Ye] = (1467 + 605 + -+ 62)0°
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Fonction d'autocovariance du MA(q) (1/2)

Calcul de +(h) :

’y(h) = E[Ytytfh]
q q
=E (Z 9,-&_;) Z9j€t—h—j
i=0 Jj=0

avec la convention 6y = 1.

En développant :

y(h) =D 0i0Eler—jee—p-j]

i=0 j=0

Le terme E[e;_je¢—p—;] est nul sauf si t —i =t — h — j, c'est-a-dire si j =i — h.
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Fonction d'autocovariance du MA(q) (2/2)

En posant j =i — h et en éliminant les termes nuls :

q
v(h) =02 06
i=h

avec la convention g =1 et §; =0 pour i <0 ou i > q.

Propriété fondamentale

v(h) =0 pour [h[>gq

La fonction d'autocovariance d'un MA(q) est nulle au-dela du rang g.

= Le processus MA(q) est toujours stationnaire pour toute valeur des paramétres (61, ...,0q).
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Limitation du modéle MA

Pour obtenir une persistance « longue » au sens ou Y; et Y;_, sont corrélés pour de grandes valeurs de
h, il faut rajouter de nombreux retards dans le modéle MA.

A I'extréme, si on souhaite que Y; soit corrélé avec tout son passé, il faut avoir un nombre infini de
retards sur l'innovation !

Le modéle MA n'est pas trés parcimonieux pour modéliser des processus avec une persistance longue.

= On va introduire le modéle autorégressif (AR) qui permet de capturer une persistance longue avec
peu de paramétres.
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Le modéle MA(o0)

Soit (g¢, t € Z) un bruit blanc de variance 0. On définit le processus MA(c0) (Ye, t € Z) par :
Ye=p+ Zeift—i
i=0

avec By = 1 et (6;);>0 une suite absolument sommable :

o0

> 18i] < o0

i=0

L'espérance de ce processus est E[Y;] = p.
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Variance du MA(o0)

Calcul de la variance :

~ 2
Var[Y:] =E (Z 9,‘5,_»_,'> =E
i=0
SRR -3
i=0 i=0

o0

22
E Oiei_i
i=0

La variance est finie car si les 8; sont absolument sommables, alors la somme des carrés est aussi finie :

D il <o = Y6 <co
i=0 i=0
En effet : 320607 < (37, 10:1)* < 0.

Modéles ARMA 26 /99



Fonction d'autocovariance du MA(o0)

Calcul de ~(h) :

i=0 Jj=0
oo oo
= Z Z 9,'91']}3[61»7,'51»7;,71']
i=0 j=0
Le terme E[e¢_;e;—p—;j] est non nul seulement si i = h+ j, donc :

v(h) =0 0i6ir
i=0

Propriété

La fonction d'autocovariance (et donc d'autocorrélation) est non nulle pour tout h.

= (mid = = APANE
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Le modeéle AR(1)

Définition
Soit (e¢, t € Z) un bruit blanc de variance o2. Le processus (Y;, t € Z) est autorégressif d’ordre 1 s'il
est défini par la récurrence stochastique :

Yi=¢@Yio1+ e

@ On suppose que ¢, est indépendant du passé de Y : c'est une innovation.

@ On suppose |¢| < 1 (condition de stationnarité).

Calculons les moments d'ordre 1 et 2 de ce processus sous I’hypothése de stationnarité.
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Espérance du AR(1)

Calcul de I'espérance :

E[Y:] = E[pYi_1 + &4
= ‘PE[Yt—l] + E[Et]
= QE[Y:-1]

Sous I'hypothése de stationnarité, E[Y;] = E[Y;-1] = p pour tout t.

Donc :

Pour ¢ #£ 1, la seule solution est :
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Variance du AR(1)

Calcul de la variance :
Var[Y;] = Var[pY;_1 + &)

Comme ¢; est indépendant du passé de Y;, on peut « casser » la variance :
Var[Y;] = Var[pY;_1] + Var[e:] = p*Var[Y;_1] + 02
Sous I'hypothése de stationnarité, Var[Y;] = Var[Y;_1] = 7(0) :

7(0) = ¢*¥(0) + 0°

D'ou :

~(0) = Var[Y:] = 1=
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Remarques sur la variance du AR(1)

0.2

Var[Y;] = -

2

La volatilité de (Y;, t € Z) est d'autant plus importante que :
@ La variance de I'innovation o2 est grande

@ Le paramétre autorégressif ¢ est proche de 1 ou —1

@ La variance n'est pas définie pour || =1

o Elle devient méme négative pour || > 1 (ce qui est absurde)

= Cela justifie la condition |p| < 1.
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Fonction d'autocovariance du AR(1) (1/2)

Calcul de ~(h) :
Partons de la définition :
YeYich = @Y1 Yeen + €t Yeon

En prenant |'espérance :
E[Yt Yt—h] = @E[Yt—l Yt—h] + E[€t Yt—h]

Pour h > 1, on a E[e;Y;_p] = 0 car &, est indépendant du passé de Y.

Par définition de la fonction d’autocovariance :

v(h) = py(h—-1)
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Fonction d'autocovariance du AR(1) (2/2)

La fonction d'autocovariance vérifie la récurrence :

v(h) = ¢y(h—1)

2
avec v(0) = 1%@2.
En résolvant cette récurrence :
2
h g h
v(h) =¢ =¢"v(0
() =" 17— = ¢"(0)
La fonction d'autocorrélation est donc :
v(h) h
plh) = =5 =¢
(h) 7(0)
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Interprétation du parameétre autorégressif

p(h) ="

Remarques

@ La fonction d'autocorrélation est non nulle a tout ordre
o Elle est décroissante (en valeur absolue) vers 0

o La vitesse de décroissance dépend de ||

Interprétation

Le paramétre autorégressif ¢ s'interpréte comme un paramétre de persistance :
@ Plus |p| est proche de 1, plus lentement p(h) converge vers 0

@ Plus || est proche de 0, plus rapidement la mémoire du processus s'estompe

Modéles ARMA 34 /99



AR(1) avec constante

Calculer les moments d’ordre 1 et 2 du processus :
Ye=c+eYi_1+e:

avec (e, t € Z) ~ BB(0,0?) et |p| < 1, sous I'hypothése de stationnarité.

Espérance :

_ Cc
_1_80

E[Yt] =c+ @E[Yt,]_] = nH=c + o = 1

Variance et autocovariance : inchangées (la constante n’affecte pas les moments centrés d’ordre 2).
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Autocorrélogramme du AR(1)

On représente la fonction d'autocorrélation graphiquement a I'aide d'un autocorrélogramme (ou
correlogram).

>0 p<0
Convergence monotone vers 0 Convergence oscillatoire vers 0

Exemples :
o ©=05:p(1) =05, p(2) =0.25, p(3) = 0.125, ...
0 v=09:p(1)=0.9, p(2) =0.81, p(3) = 0.729, ...
@ = 0.95 : décroissance trés lente

Plus ¢ se rapproche de 1, moins vite la fonction d'autocorrélation tend vers 0.
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Intuition sur la persistance

Plus ¢ se rapproche de 1, plus Y; devient dépendant de son passé.

Que se passe-t-il dans le cas limite ¢ =17

Pour répondre a cette question, nous allons recalculer les moments sans recourir a I’hypothése de
stationnarité.

Nous allons voir que :
@ Si || < 1, le processus converge vers une distribution stationnaire

@ Si ¢ =1, le processus n'admet pas de distribution stationnaire
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Condition initiale et solution explicite

Supposons qu'il existe une condition initiale Yy : une variable aléatoire d'espérance 1 et de variance
2
og.

On peut exprimer Y; en fonction de Yj et des innovations entre 0 et t.
En effet, par itération de la récurrence Y; = @ Y;_1 + ¢ :
Yi =¢@Yio1+ e

= (Yoo +er1) +er = Yio + @i + &
=3 Yios + ¢Per_2 + Yer_1 + &t
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Solution explicite de I'AR(1)

En itérant jusqu'a la condition initiale Yp, on obtient :

t—1

Y: = @t Yo + Z LPifft—i
i=0

On peut vérifier que cette expression est correcte en la substituant dans I'expression récursive du
processus AR(1).

Il s'agit de la solution de I'équation récurrente stochastique.

On peut utiliser cette expression pour calculer les moments de I'AR(1) sans supposer la stationnariteé.
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Espérance sans hypothése de stationnarité

Calcul de I'espérance :

E[Y,] = E

t—1
©'Yo +Z§0i€t—i‘|
i=0
t—1
t i
= p'E[Yo] + @' Ele—i
[Yol + > ¢ Eler_i]

i=0 ~

= %Ot,uo

Observation

L'espérance dépend du temps t, sauf si I'espérance de la condition initiale est nulle (po = 0).
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Variance sans hypothése de stationnarité

Calcul de la variance :

Var[Y;] = Var

-1

e Yo+ Y SDIEti‘|
i=0
-1

= ¥ Var[Yo] + Z ©*Var[e,_]
i=0

t—1
= 02 4 0? szl
i=0

1—
= ¢?to2 4 o2 ¥

Observation

o
1— 2

La variance dépend du temps t... sauf si 03 =




Condition de stationnarité

Proposition

Si || < 1, le processus stochastique Y; = ¢Y;_1 + &; avec e; ~ BB(0,0?) et condition initiale Yy est
stationnaire au second ordre si et seulement si :

,u0:0 et O’SZ

Pour que le processus soit stationnaire au second ordre, il faut et il suffit que les moments de la condition
initiale soient identiques aux moments stationnaires que nous avions calculés précédemment.
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Interprétation : dynamique d'une distribution (1/2)

Il faut bien comprendre la nature de |'équation :
Ye=¢Yi-1+e:
Une récurrence stochastique définit I'évolution dans le temps d'une distribution.

Pour mieux comprendre, supposons que £; soit un bruit blanc gaussien et que la condition initiale soit
normalement distribuée :

€tNN(0702)7 YO NN(IU’O?O—(?))

Puisque le modéle est linéaire, Y; sera normalement distribué pour tout t (une combinaison linéaire
de variables normales est normale).
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Interprétation : dynamique d'une distribution (2/2)

A chaque période, la distribution de Y; évolue :

Y1 ~ N(ppo, 9?0 + 0?)
Y2 ~ N (1o, ¢*og + (1 + 9°)o?)

En général, a chaque période :

[t = Qlie—1, 0F =¢°0; 4 +0°

Observation

L'espérance ju; et la variance o2 changent a chaque période !
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Convergence vers la distribution stationnaire

Puisque || < 1, on peut itérer indéfiniment. Asymptotiquement, Y; est normalement distribué :

£ 2
Yy —— N(ptoos 05,)
t—o0
avec :

= lim olug =0, o2 = lim o2 =
Hoo = 1IM ¥ flo ) 0T et T 1= 2

Y; tend vers une distribution bien définie. Les moments asymptotiques jio, et 02, :
o Ne dépendent pas de la distribution de la condition initiale

@ Correspondent précisément aux moments calculés sous I'hypothése de stationnarité
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Distribution stationnaire comme point fixe

La récurrence stochastique Y; = ¢Y;_1 + &; décrit la dynamique d’une distribution.

Pour toute condition initiale Yy, la dynamique converge vers une distribution normale d'espérance nulle

et de variance

o2

La loi (0, 12) est |'attracteur de la récurrence stochastique.
¥

C’est un point fixe dans I'espace des distributions : si Yy a cette distribution, alors la distribution est
invariante pour tout t.
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Stationnarité asymptotique

Définition

Un processus stochastique est asymptotiquement stationnaire au second ordre s'il existe une
distribution limite (quand t — oc) dont les moments d'ordre 1 et 2 sont finis et constants.

Astuce pratique

Utiliser la distribution asymptotique pour définir la condition initiale !

Pour que le modéle AR(1) soit asymptotiquement stationnaire au second ordre, il faut et il suffit que
lp] < 1.

En effet, la dynamique de la distribution est caractérisée par le systéme :
2 2 2 2
Ht = Ppt—1, O =@°0; 1+0

Ce systéme est globalement stable si et seulement si |p| < 1.



Condition de stabilité et polynéme retard

On dit que |¢| < 1 est une condition de stabilité de I'AR(1).

Réécriture avec le polynéme retard :
Yi—eYici=er & (1—pl)Yi=¢
ot ¢(L)=1— L.
La condition de stabilité peut s'exprimer comme une restriction sur la racine du polynéme retard :

1
$(z)=0 & 1l—-9pz=0 < z:;

Le processus est stable si la racine du polynéme retard est supérieure a 1 en module :

1
H>1 & ol <1
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Représentation MA(oo) de I'AR(1)

Sous la condition |¢| < 1, on peut inverser le polyndéme retard (voir chapitre précédent) et obtenir la
représentation MA(o0) :

Ye=o¢(L) ter = (1 — L) te, = Z e
i=0

On retrouve cette expression en itérant vers le passé :

s—1

Y: = 905 Yios + Z QPi€t—i
i=0

Quand s — o0, le terme ©°Y;—s — 0 (car |¢| < 1) et :

Y: = Z SDigt—i
i=0

On obtient directement les moments de la distribution stationnaire.
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Propriété du modéle AR(1) si ¢ =1

Si ¢ =1 (ou —1), nous savons que nous ne pouvons pas inverser le polynéme retard.

En pratique, cela signifie :
@ |l n'est pas possible de représenter le processus sous la forme d'un MA(o0)
@ Le processus n'admet pas de distribution stationnaire

Supposons que la condition initiale Yg soit une variable aléatoire d’espérance jio et de variance o3.

On montre facilement par récurrence arriére que :

t
Yi= Yo+ Zsi
i—1
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Moments de la marche aléatoire

t
Pour Y; = Yo + > ;_; €i, calculons les moments :
Espérance :

E[Ye] = po + ZE[E;] = Jlo

Variance :

t
Var[Y;] = Var[Yo] + Z Var[e;] = 02 + to?

i=1

Observation

L'espérance est constante, mais la variance croit linéairement avec le temps !
= Le processus stochastique est donc non stationnaire.
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Tendance stochastique

Contrairement au cas |p| < 1, la variance ne cesse jamais de croftre.
On parle alors de tendance stochastique.

Il n'est donc pas possible de définir une distribution stationnaire, puisque la variance augmente
indéfiniment.

Définition : Marche aléatoire

Un processus de la forme :
Yi=Yi1+e;

est appelé une marche aléatoire (random walk).
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Processus intégré d'ordre 1

Notons que si la variance de Y; n'est pas définie (elle diverge), celle de AY; est bien définie :
AY; =Y, — Y, 1=¢:~ BB(0,5°%)

Le processus différencié est un bruit blanc, a fortiori stationnaire au second ordre.

Définition : Processus intégré

Un processus non stationnaire qui peut &tre rendu stationnaire en le différenciant, c’est-a-dire en
appliquant I'opérateur différence premiére, est dit intégré d’ordre 1 (on note /(1)).

La marche aléatoire est le cas le plus simple de processus /(1).
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Le cas |p| > 1

Probléme

Si || > 1, la dynamique est explosive : la variance diverge exponentiellement.

De plus, la représentation n'est pas causale. L'inversion du polynéme retard (qui est possible avec
|| > 1 mais dans I'autre sens) nous dit que Y; n'est plus fonction des £ passés mais des ¢ futurs.

Voir la fin du chapitre précédent sur I'inversion des polynémes retard.

Remarque

Un modéle MA est toujours causal (par construction, Y; ne dépend que des € passés et présents).

Modéles ARMA 54 /99



Construction de I'AR(2) par composition

On peut considérer un modéle avec deux retards sur I'endogéne. On peut créer un processus AR(2) en
composant deux processus AR(1).

Soit le processus (X¢, t € Z) défini par :

Xe=MXe1+ e
avec |\1| < 1 et g, ~ BB(0, 02).
On construit le processus (Y;, t € Z) comme :

Yi=XYio1 + X;
avec [Ag] < 1.

Le processus Y; dépend donc de Y;_; et, indirectement via X;, de Y;_».
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Dérivation de I'AR(2) par composition

En utilisant les polynémes retard :
(I1-=MDXe=¢er (%), (I1=2L)Ye=Xp (%)
En substituant (%) dans (xx) :

(1= L)Y = (1— ML) e
& (1-=MLD{A-=XL)Y:=¢
& (=M +X)L+M0LP)Y, =<
D'ow :
Ye=(M+X)Yim1 — M Yo+ e
avec o1 = A1 + A2 et o = —A1 0.
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Définition générale de I'AR(2)

Définition
(Y, t € Z) est un processus AR(2) si :

Ye=01Ye1 +paYio+er

avec (e, t € Z) ~ BB(0,0?).

Ce processus est stable (asymptotiquement stationnaire au second ordre et causal) si les racines du
polynéme retard :

(L) =1— @1l — pol?
sont supérieures a 1 en module.

Remarque

Les racines du polynéme retard peuvent étre complexes conjuguées, méme si le processus stochastique
est a valeurs réelles = composante cyclique.

- = = — Tyt
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Polynéme retard vs polynéme caractéristique

Jusqu'ici nous avons discuté la stabilité en fonction des racines du polynéme retard. On peut aussi
utiliser le polynéme caractéristique (habituel en systémes dynamiques).

Pour le modéle AR(2), le polynéme caractéristique est :
X(A) =A% — 1A — o

Si zéro n'est pas une racine (ce qui arriverait si ¢, = 0, mais alors ce ne serait pas un AR(2)), il existe
une relation inverse entre les racines :

1 1 1
N=2M(1-p1~ —pr— | =X <
x(A) ( w1y <P2)\2> ¢<)\>
. : : o1 :
Ainsi \* est racine de () si et seulement si — est racine de ¢(z).

)\*
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Condition de stabilité équivalente

Condition de stabilité

La condition de stationnarité asymptotique au second ordre est équivalente a :

@ Les racines du polynéme retard ¢(z) = 1 — 1z — ¢2z% sont > 1 en module

ou de facon équivalente :

o Les racines du polynéme caractéristique x(\) = A\ — 1\ — ¢ sont < 1 en module (a I'intérieur
du cercle unité)
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Conditions de stabilité de I'AR(2) (1/3)

Quelles sont les conditions sur 1 et wo pour que le modéle soit stable ?

Il faut que les racines du polynéme caractéristique x(\) = A2 — o1\ — @2 soient < 1 en module.

Le discriminant est A = ¢? + 4¢,.

2
Cas complexe : Si A < 0 (c'est-a-dire g, < —%2), les racines sont complexes conjuguées :

o, VA

Le module est |\*| = %ﬁ + =2 = /.

Pour la stabilité : |\ <1< .
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Conditions de stabilité de I'AR(2) (2/3)

2
Cas réel : Si A > 0 (c'est-a-dire pp > —%), les racines sont réelles :

%01-1-\/3 501—\/3
M= =T

Condition sur la plus grande racine )\; :
M<lep+VA<2e VA<2—p

Si 1 > 2, cette condition n'est jamais satisfaite = non stationnaire.
Si 1 < 2, en élevant au carré : A < (2 — )2

pitae<d—dptel ©
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Conditions de stabilité de I'AR(2) (3/3)

Condition sur la plus petite racine ), :
M>-1ep—VA> 2o VA< +2

Si @1 < —2, cette condition n'est jamais satisfaite = non stationnaire.
Si 1 > —2, en élevant au carré : A < (o1 + 2)?

O3 Fdpr < P2 tdp1+4 & <1+

Résumé : Conditions de stabilité de I'AR(2)

p2 > —1
w2 <1—1
p2 <1+
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Triangle de stationnarité

Zone de stationnarité de I’AR(2) dans le plan (o1, p2)

Les trois conditions définissent un triangle :
@ ¢y > —1 : au-dessus de la droite horizontale p; = —1
@ w2 < 1— 1 : en dessous de la droite passant par (0,1) et (1,0)
@ 2 < 14 1 : en dessous de la droite passant par (0,1) et (—1,0)

Les sommets du triangle sont : (—2,—1), (2,—1) et (0,1).

A l'intérieur de ce triangle : processus stationnaire.
A I'extérieur : processus non stationnaire (explosif ou avec racine unitaire).
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Moments de I'AR(2) : Espérance

Calculons les moments du processus AR(2) :
Yi=ct+p1Yi1+@2Yeote:
avec (g¢,t € Z) ~ BB(0,02), en supposant que ¢; et @5 satisfont les conditions de stationnarité.

Espérance :
E[Y:] = c + o1E[Yeo1] + @2E[ Yi—2]

Sous stationnarité, E[Y;] = E[Y;_1] = E[Y:_2] = p, donc :

C

H=cCctoip+ = M:m

Modéles ARMA 64 /99



Moments de I'AR(2) : Variance (difficulté)

Calcul de la variance : On ne peut pas suivre la méme approche que pour I'AR(1).

Par définition :
Var[Y;] = Var[c + ¢1Yi—1 + 02 Yi—2 + &4

Comme c est déterministe et &, est une innovation :

Var[Y;] = Var[p1 Yi_1 + @2 Ye o] + 02

Probléme

Y:_1 et Y;_o sont trés probablement corrélés. On ne peut pas simplement « casser » la variance sans
connaftre la covariance entre Y;_1 et Y;_».

= |l n'est pas possible de calculer v(0) indépendamment de ~(1).
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Fonction d'autocovariance de I'AR(2) : processus centré

Notons Y; = Y; — u le processus centré. On peut montrer que :
\N/t = ¥1 \N/t—l + 2 \N/t—z +et
C'est le méme processus mais sans constante.
Démonstration :
Yi=c+o1Yio1 +2Yia+e:

Ye=u(l—91—@2) +p1Ye1+@2Ye2+er
Ye—p=1(Yem1 — p) + p2(Yee2 — p) + &1

La fonction d'autocovariance de (Y;) est identique a celle du processus centré (Y;).
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Equations de Yule-Walker (1/2)

Calculons y(h) = E[Y; Y;_s].
Pour h=0:

E[Vtzl = E[(¢1 f/tfl + @2 \N/tfz + et)Vt]
7(0) = p17(1) + 27(2) + E[e. ;]
——

a calculer
Or Y, = ¥1 Vi1 + 2 Y,_» + &, donc :

Ele:Ve] = ¢1Ele: Veo1] +02 Ele: Vo] +E[e7] = 07
—— ———

=0 =0

Dot : |7(0) = p17(1) + 27(2) + 0?
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Equations de Yule-Walker (2/2)

Pour h=1":
Y/t Vt—l = ¥1 Y/t{l + 2 Y/t—z Y/t—l + & \N/t—l
7(1) = 17(0) + p2v(1) + 0
P1
= 1= 0
1) = $2400)
Pour h=2:

7(2) = 17(1) + ¢27(0)

Pour h > 2 : La récurrence générale est :

[v(h) = e11(h = 1) + @2r(h—2) |
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Résolution du systeme de Yule-Walker

Nous avons un systéme de 3 équations a 3 inconnues :

Y(0) = p17(1) + ¥27(2) + 02
Y(1) = ©17(0) + p2v(1)
7(2) = p17(1) + »27(0)

De la deuxieme équation : (1) 1 (0)

S 1- @27
%! 0t + 2 — 3
En substituant dans la troisiéme : y(2) = 177(0) + ¢2v(0) = 177(0)
—¥2 P2

En substituant dans la premiére et aprés simplification :

(1 — )02
(14 @2)[(1 = 92)? = ¥i]

7(0) =
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Vérification et formules complétes

On vérifie facilement que pour ¢y = 0, cette formule redonne le résultat du modéle AR(1) :

2
o
10) = =7
©=1" i
Formules complétes :
7(0) = (= ga)”
(14 @2)[(1 — ¢2)? — ]
2
¥ $10
(1) = =—(0) = ;

1l (1+@2)[(1 — ¢2)? — ¥3]
Ensuite, la fonction d'autocovariance est définie récursivement :

v(h) = o17(h—1) + @oy(h—2) pour h>2
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Propriétés de I'autocovariance de I'AR(2)

Remarque

Comme pour le modeéle AR(1), la fonction d'autocovariance est non nulle a tout ordre et converge vers
0 (si @1 et o sont tels que le modéle est stable).

La fonction d'autocorrélation est :

Elle vérifie aussi la récurrence :
p(h) = 1p(h — 1) + @ap(h —2) pour h>1

avec p(0) =1et p(1) = 1 flgoz'
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Représentation MA(oo) de I'AR(2)

Si le processus AR(2) est asymptotiquement stationnaire, alors il admet une représentation MA(oco) :
o
Yi=p+ Zwift—i = pu+YP(L)e;
i=0
Pour identifier (L) et y, il « suffit » d'inverser le polynéme retard. L'AR(2) s’écrit :
p(L)Ye=c+e = Yi= ¢(L)71C + (L) ter

Appliquer un opérateur retard a une constante ne change rien, donc (L) tc = ¢(1) tc.

Par identification : c

M_1—<P1—<P2

(I'espérance de Y;, comme attendu).
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Calcul des coefficients 1, (1/2)

On doit avoir ¥(L) = ¢(L)~1, c'est-a-dire p(L)(L) =1 :

(1= o1l —pal®) > bl =1
i=0

En développant et regroupant par puissances de L :

Zﬂ)iLi -1 Z%LIH — 2 z:w,-Li+2 =1
i—0 i—0 i—0

Soit :

oo

Z(Z/Ji — 11 — pathi )L =1

i=0

avec la convention ¢y_; =1 _o, = 0.
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Calcul des coefficients 1 (2/2)

Par identification des coefficients :

o =1
P1—p1o=0 = Y=
Yo — 11 — oo =0 = o= o+

Récurrence générale :

’1/),' = p1¥i_1 + Y2vi_2 pour i > 2‘

avec Yo = 1 et 1 = 1.

On peut résoudre ce systéme récursivement : la deuxiéme équation donne 1)1, la troisiéme donne 15, etc.
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Résumé AR(2)

L'AR(2) se définit par Yy = ¢1Yi—1 + @2 Yoo + &t
e Conditions de stabilité (triangle) :

(p2>—1, g02<1—(p1, <,02<1+Q01
c
1—p1— 2
La variance et les autocovariances se calculent via les équations de Yule-Walker

L'espérance (avec constante c) est yu =

La fonction d'autocovariance vérifie y(h) = @1y7(h — 1) + @2y(h — 2)
Sous stationnarité, I'AR(2) admet une représentation MA(c0)

Les racines complexes du polyndme caractéristique engendrent des cycles
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Définition de I'AR(p)

Définition
Soit (e¢,t € Z) ~ BB(0,02). Le processus stochastique (Y;, t € Z) est un processus autorégressif
d’ordre psi :
P
Yi=c+ Z@iyt—i + &t
i=1

avec ¢ et (¢;)f_; des paramétres réels.

Le processus est asymptotiquement stationnaire au second ordre si :
o Les racines du polynéme retard ¢(z) =1 — p1z — 222 — -+ — @,zP sont > 1 en module

e Ou de facon équivalente : les racines du polynéme caractéristique x(A) = AP — p1AP~L — .. — ¢,
sont < 1 en module
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Remarque sur les conditions de stabilité

Il n'est plus possible d'obtenir de facon générale des restrictions explicites sur les paramétres
autorégressifs pour assurer la stabilité du processus AR(p).

Il faut vérifier au cas par cas en calculant les racines du polynéme retard (ou du polynéme
caractéristique).

Pour p =1 : condition simple |¢1| < 1.
Pour p = 2 : triangle de stationnarité (conditions explicites sur ¢1 et 2).
Pour p > 3 : pas de formule générale simple.
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Espérance de I'AR(p)

Sous I'hypothése de stationnarité au second ordre, calculons |'espérance.

Ye=c+o1Yeor+ @Yo+ -+ 0pYep+er
En prenant |'espérance :
E[Y:] = c + o1E[Yio1] + @2E[Yeco] + - - + SOpE[Yt—p]
Sous stationnarité, E[Y;] = p pour tout t, donc :

p
p=Cctpiut o =Cctpy @

i=1

D'ou :

o C
l—p1—p2—-—pp

I
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Autocovariance de I'AR(p) : processus centré

Centrons le processus en définissant Y; = Y; — u. On montre que :
Vt = Sﬁlg}t—l + 802\71&—2 + -+ SOp?t—p + €&t
L'autocovariance d'ordre h est y(h) = E[\N/t \N/t,h].

Pour tout h >0 : o . . -
Yt Yt—h = Y1 Yt—l Yt—h +---+ Pp Yt—p Yt—h + et Yt—h

En prenant I'espérance :

v(h) = e17(h— 1) + @2y(h — 2) + - - + @py(h — p) + Ele Y]

avec E[e;Y;_p] = 02 si h=10, et 0 sinon (innovation).
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Equations de Yule-Walker pour I'AR(p)

On obtient la fonction d'autocovariance en résolvant le systéme linéaire :

Y(0) = ©17(1) + ©27(2) + - - - + py(p) + 02

(1) = 017(0) + w2y(1) + - - - + @py(p — 1)

Y(2) = 017(1) + 927(0) + - - - + @py(p — 2)

Y(p) = p17(p— 1) + p2v(p — 2) + - - - + ¢p¥(0)
Les termes suivants sont obtenus par récurrence :

v(h) = p17(h = 1) + w2y(h = 2) + -+ ¢py(h— p) pour h>p

Modéles ARMA 80 /99



Du MA vers I'AR : inversibilité

Nous avons montré qu'on peut réécrire un processus AR comme un MA(oo) si les racines du polynéme
retard sont > 1 en module.

Est-il possible de faire le chemin inverse ? C'est-a-dire d'écrire un processus MA sous la forme d'un
AR(00)?

La réponse est oui, sous certaines conditions.
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Exemple : inversibilité du MA(1) (1/2)

Supposons que (Y;, t € Z) soit un MA(1) :
Y =€+ 01
avec (¢, t € Z) ~ BB(0,0?).

Ent—1: VY1 =¢€¢t_1+0ci_5 donces_1 = Yi_1— Oc¢.
En substituant dans I'équation du MA(1) :

Yi=et+0Yi_1— 925t—2
Ent—2:¢e;_5=Y:_o— 0c;_3. En substituant :

Ye=cr+0Y1—0?Yeo+ e 3

Modéles ARMA 82 /99



Exemple : inversibilité du MA(1) (2/2)

Si |f] < 1, on peut continuer ainsi indéfiniment :

oo

Y: = Z(_G)"Ytii + &t

i=1
C’est un processus AR(0) !

Implicitement, nous avons inversé le polynéme retard 6(L) =1+ L.

Condition d'inversibilité

Pour que cela soit possible (plus généralement pour un MA(q)), il faut que toutes les racines du
polynéme 6(z) =1+ 61z + --- + 429 soient > 1 en module.
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Définition de |'inversibilité

Définition

Un processus MA(q) est dit inversible s'il est possible de le réécrire sous la forme d'un AR(c0).

Condition d'inversibilité

Le processus MA(q) défini par :
Yt =&t + 9151’—1 + st + qut—q = Q(L)Et

est inversible si et seulement si les racines du polynéme 6(z) = 1461z +---+ 6429 sont > 1 en module.

Remarque

Un modéle MA est toujours causal (par construction). Un modéle AR est toujours inversible (par
construction).
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Motivation : somme de deux AR(1)

Soient (Y, t € Z) et (X, t € Z) deux processus AR(1) :

Yi=pyYio1+ey, Xe=oxXeo1+ex

avec |py| < 1,

ox| <1, (evy,) et (ex,:) des bruits blancs indépendants.
Définissons Z; = X; + Y;. Est-ce que (Z;) est un processus AR?

Réponse : Non!

En utilisant les polyndmes retard et aprés calculs (voir notes), on montre que :
Zi — (px +oy)Ze—1 + oxpyZi2 = 5

ou S; est un processus MA(1).
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La somme de deux AR(1) est un ARMA(2,1)

Aprés calculs, on montre que S; = ext + €v,r — PxEy,i—1 — PvEx,—1 a la structure d'un MA(1).

En effet, on peut vérifier que :
o 75(0) = (1 + ¢} )ox + (1 + ¢X)o¥
o 75(1) = —pxoy — pyok
@ vs(h) =0 pour |h| > 1

C'est bien la structure d'un MA(1) : S; = — ;1.

Conclusion : La somme des deux AR(1) s'écrit :
Zy = p1Zi 1+ p2Zio+ 1 — Onea

C’est un processus ARMA(2,1) : deux retards sur la partie AR, un retard sur la partie MA.
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Définition du processus ARMA(p,q)

Définition

Le processus (Y, t € Z) est un processus ARMA(p,q) s'il est défini par :

Y: = C+301Yt71 +“'+30pyt7p+€t+01€t71 +"'+9q5t7q

avec (gr,t € Z) ~ BB(0,02) et c, (i), (0;) des paramétres réels.

Ecriture avec polynémes retard :
d(L)Yy =c+0(L)es

avec p(L) =1— 1L —--- —pplP et O(L) =1+ 61L+--- 4+ 04L9.
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Condition de représentation minimale

Hypothése importante

On suppose que les racines des polynémes ¢(z) et 6(z) sont distinctes, de fagon & assurer que la
représentation ARMA soit minimale.

Exemple de représentation non minimale :
Yy —aYi_1=¢r —acr_1
Cela semble &tre un ARMA(1,1), mais en fait :
(1—al)Y:=(1-al)e
Les deux polynémes retard ont la méme racine! En simplifiant :
Y =&

C'est simplement un bruit blanc.



Stationnarité et inversibilité

Stationnarité

Le processus ARMA(p,q) est asymptotiquement stationnaire au second ordre si et seulement si les
racines de ¢(z) sont > 1 en module.
(Condition sur la partie AR uniquement)

Inversibilité

Le processus ARMA(p,q) est inversible (on peut le réécrire sous forme AR(c0)) si et seulement si les
racines de 6(z) sont > 1 en module.
(Condition sur la partie MA uniquement)

Un processus ARMA peut étre stationnaire sans étre inversible, et vice versa.
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Espérance de 'ARMA(p,q)

Sous |'hypothése de stationnarité, calculons |'espérance.

En prenant I'espérance de |'équation définissant le processus :
B[V = c + piE[Yeoa] + - + 9pE[Yep] + Elee] + 61 E[er—1] + -
Sachant que E[e;] = 0 et que |'espérance est constante :

p=ct+oipp+- -+ ppl
D'ou :

- C
T—p1——%p

I

L'espérance ne dépend que de la partie AR du modéle.
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Autocovariance : processus centré

Pour calculer la fonction d’autocovariance v(h) = E[(Y: — pu)(Yi—n — 1)], on centre le processus.
On pose Y; = Y; — . On peut montrer que :

Yi=oYea1+- 4oV ptee+0iec 1+ 4046
C’est le méme modéle ARMA(p,q) mais sans constante.

Démonstration : En substituant u = c¢/(1 — Y ¢;) dans I'équation originale et en simplifiant.
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Exemple détaille : ARMA(1,1)

Soit le processus ARMA(1,1) :
Ye— oY1 =8 +e —bern

avec |p| <1, |0] <1, ¢ #6.

Espérance :
£
r=1
-

Processus centré : Y; = Y; — p vérifie :

Y/t = <Pf/t—1 +er—0Oera
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ARMA(1,1) : calcul de v(0) (1/2)

En multipliant I'équation centrée par Y; et en prenant |'espérance :

7(0) = @v(1) + E[( Vt)gt] —0E[( Vt)ftfl]

Calcul de E[V;e,] :
Puisque Y = @Y1+ &t — Ocr_1 :

E[Yier] = E[(¢Yio1 + et — O_1)ee] = 02

car g, est une innovation (orthogonale au passé de Y).
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ARMA(1,1) : calcul de v(0) (2/2)

Calcul de ]E[\N/tat,l] :
E[S}t€t_1] = ]E[(g&’?t_l + e — 061‘—1)51‘—1]
= @E[?t_]_gt_]_] - 00'2
= QOE[(‘PY/t—z +erm1 —Ogi0)ee1] — 0o
= po® — 00° = (p — 0)0?

Ainsi :

7(0) = ¢1(1) + 03(1+ 62 — o) |
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ARMA(1,1) : calcul de (1)

En multipliant I'équation centrée par Y;_1 et en prenant |'espérance :
’7(1) = SO'Y(O) + E[Vt—lgt] - HE[Y/t—lgt—l]

° E[\N/t_let] =0 car Yy_1 ne dépend pas de &,
° E[Vt_let_l] = 02 (méme calcul que précédemment)
Donc :

(1) = 9(0) - 6° |
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ARMA(1,1) : résolution du systéme

Nous avons le systéeme :
7(0) = (1) + 0*(1 + 62 — 0)
(1) = ¢(0) — 602

En substituant la deuxiéme équation dans la premiére :
7(0) = ¢(27(0) — 00%) + 0*(1 + 6% — ¢b)

Soit :
(1= ¢*)v(0) = o®(1 + 67 — 2¢0)
D'ou :

02 — 200 + 1

7(0) = o2
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ARMA(1,1) : fonction d'autocovariance compléte

Résultat

Y(1) = ¢(0) — 652

V(h) =¢y(h=1) V[h[>1

Vérifications :
@ Si 6 =0 on retrouve la fonction d'autocovariance de I'AR(1)

@ Si ¢ =0 : on retrouve la fonction d'autocovariance du MA(1)

Propriété générale : Dés que h > g (I'ordre de la partie MA), le retour a zéro de ~(h) est gouverné par
la partie AR (dynamique géométrique).
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Tableau récapitulatif

MA(q) AR(p) ARMA(p,q)
Stationnarité Toujours Racines > 1 | Racines AR >1
Inversibilité Racines > 1 Toujours Racines MA > 1
~(h) = 0 pour h>gq Jamais Jamais
Décroissance Coupure Géométrique Géométrique
de vy(h) nette (aprés h > q)

Propriété clé

Pour un ARMA(p,q), la dynamique de retour a zéro de |'autocovariance est gouvernée par la partie AR
pour h > q.
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Résumé général

e MA(q) : autocorrélation nulle au-dela du rang g, toujours stationnaire

e AR(p) : autocorrélation non nulle a tout ordre, décroissance géométrique
e Stationnaire si racines du polynéme retard > 1 en module
e Pour p > 3 : pas de condition explicite simple

e ARMA(p,q) : combine les deux structures

Stationnarité : condition sur la partie AR
Inversibilité : condition sur la partie MA
Espérance : ne dépend que de la partie AR
Autocovariance : systéme de Yule-Walker étendu

o La marche aléatoire (¢ = 1) : processus /(1), non stationnaire
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