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Exercice 1. On considère les préférences :

u(q) = β log(1 + q)

avec β > 0.
(1)L’utilité marginale est :

u′(q) =
β

1 + q

Elle est strictement positive pour tout q ≥ 0 : la
satisfaction du consommateur augmente toujours
avec la quantité consommée (le bien n’est jamais
saturé). On a par ailleurs :

u′′(q) = − β

(1 + q)2
< 0

L’utilité marginale est décroissante. La satisfaction
augmente donc avec la consommation, mais à un
rythme de plus en plus faible : c’est le principe
d’utilité marginale décroissante.

(2)Le consommateur dispose d’un revenu R > 0
et le prix du bien est p > 0. Il maximise son utilité
sous la contrainte budgétaire :

max
{q}

M + β log(1 + q)

s.c M + pq = R

où M représente l’utilité retirée de la consom-
mation des autres biens. En substituant la
contrainte dans l’objectif, on obtient le programme
équivalent :

max
{q}

R− pq + β log(1 + q)

La condition du premier ordre est :

p =
β

1 + q

c’est-à-dire que le consommateur égalise son utilité
marginale au prix. Il s’agit de la fonction de de-
mande inverse :

P (q) =
β

1 + q

Dans le plan (q, p), c’est une hyperbole décroissante
et convexe, qui part de P (0) = β et tend vers 0
lorsque q → +∞.
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P (q) =
β

1 + q

(3)En inversant la demande inverse, p(1 + q) = β,
on obtient q = β

p − 1. Cette quantité n’est positive

que si p ≤ β. La demande (non négative) s’écrit
donc :

D(p) = max

{
β

p
− 1, 0

}

Dans le plan (p, q), c’est une courbe décroissante
et convexe, qui vaut 0 pour p ≥ β, et qui diverge
lorsque p → 0.
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(4)Lorsque la consommation est nulle, l’uti-
lité marginale vaut u′(0) = β. Le paramètre β
est donc la disponibilité maximale à payer du
consommateur pour la première unité de bien :
aucun consommateur n’accepte de payer un prix
supérieur à β, ce qui se lit directement sur la
demande, nulle dès que p ≥ β.

(5) Sur la zone où la demande est strictement posi-
tive (p < β), on aD(p) = β

p−1 etD′(p) = − β
p2 . Par

convention, on définit l’élasticité prix avec un signe
moins, de manière à la rendre positive (la demande
étant décroissante) :

ϵ(p) = − p

D(p)
D′(p) = − p

β
p − 1

(
− β

p2

)

=

β
p

β
p − 1

=
β

β − p

Puisque 0 < β−p < β sur cette zone, ϵ(p) = β
β−p >

1 : la demande est partout élastique. L’élasticité
tend vers 1 lorsque p → 0 et vers +∞ lorsque
p → β : plus le prix se rapproche de la disponibilité
maximale à payer, plus la demande est sensible au
prix.
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Exercice 2. On reprendD(p) = max
{

β
p − 1, 0

}
et

la fonction de coût linéaire C(q) = cq, avec c > 0

(le coût marginal et le coût moyen sont tous deux
égaux à c).
(1)Pour qu’un échange soit possible, il faut que
la disponibilité maximale à payer des consomma-
teurs dépasse le coût de production : on suppose
donc β > c. Dans le cas contraire (β ≤ c) au-
cun consommateur n’accepte de payer un prix
couvrant le coût marginal et le marché n’existe pas.

(2) À l’optimum social, le prix est égal au coût mar-
ginal : p⋆ = c. La quantité optimale s’obtient en
substituant dans la demande :

q⋆ =
β

c
− 1

La fonction de coût étant linéaire, le profit des
firmes est nul :

Π⋆ = (p⋆ − c)q⋆ = 0

Le surplus des consommateurs est :

S⋆ =

∫ +∞

p⋆

D(p) dp =

∫ β

c

(
β

p
− 1

)
dp

=
[
β log p− p

]β
c

= β log
β

c
− (β − c)

(la borne supérieure est β puisque la demande est
nulle au-delà). Le profit étant nul, le bien être social
est :

W ⋆ = S⋆ +Π⋆ = β log
β

c
− (β − c)

(3)En situation de monopole, la firme choisit son
prix pour maximiser son profit :

pm = argmax
{p}

pD(p)− cD(p)

La condition du premier ordre est :

D(pm) + pmD′(pm)︸ ︷︷ ︸
recette marginale

= cD′(pm)

c’est-à-dire l’égalisation de la recette marginale
et du coût marginal. Si la recette marginale était
supérieure (resp. inférieure) au coût marginal,
vendre une unité supplémentaire rapporterait
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plus (resp. coûterait plus) qu’elle ne coûte (resp.
rapporte) : la firme aurait intérêt à baisser (resp.
augmenter) son prix. L’optimum s’obtient donc
nécessairement à l’égalité.

(4)Le profit du monopole, sur la zone p < β,
s’écrit :

Π(p) = (p− c)

(
β

p
− 1

)
= β − p− cβ

p
+ c

La condition du premier ordre Π′(p) = 0 donne :

−1 +
cβ

p2
= 0 ⇔ pm =

√
cβ

Le prix du monopole est la moyenne géométrique
du coût marginal c et de la disponibilité maximale
à payer β. Comme c < β, on a bien :

c =
√
c · c <

√
cβ = pm <

√
β · β = β

La quantité produite est :

qm =
β

pm
− 1 =

β√
cβ

− 1 =

√
β

c
− 1

Comme β
c > 1, on a

√
β
c < β

c , d’où :

qm =

√
β

c
− 1 <

β

c
− 1 = q⋆

La quantité échangée est inférieure à l’optimum
social.

(5)Le surplus des consommateurs sous monopole
est :

Sm =

∫ β

pm

(
β

p
− 1

)
dp = β log

β

pm
− (β − pm)

=
β

2
log

β

c
− β +

√
cβ

où l’on a utilisé log β√
cβ

= log
√

β
c = 1

2 log
β
c . Le

profit est :

Πm = (pm − c)qm =
(√

cβ − c
)(√

β
c − 1

)
= β −

√
cβ −

√
cβ + c =

(√
β −

√
c
)2

> 0

Le bien être social est :

Wm = Sm +Πm

=
β

2
log

β

c
+ c−

√
cβ

En comparant à l’optimum social, la perte sèche
s’écrit :

W ⋆ −Wm =
β

2
log

β

c
− β +

√
cβ = Sm > 0

Cette quantité est strictement positive (c’est un
surplus, intégrale d’une fonction positive). La
présence du monopole réduit donc le bien être so-
cial : en restreignant les quantités pour vendre à un
prix supérieur au coût marginal, la firme augmente
son profit, mais le surplus des consommateurs di-
minue davantage. C’est en ce sens que le monopole
est socialement problématique.

q
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β

pm

c

qm q⋆
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Πm
perte sèche

(6)L’indice de Lerner mesure le taux de marge re-
latif du monopole :

L =
pm − c

pm
= 1− c√

cβ
= 1−

√
c

β

Or l’élasticité de la demande évaluée en pm vaut :

ϵ(pm) =
β

β − pm
=

β

β −
√
cβ

de sorte que :

1

ϵ(pm)
=

β −
√
cβ

β
= 1−

√
c

β
= L

On retrouve la règle de tarification du mono-
pole : le taux de marge est égal à l’inverse de
l’élasticité prix de la demande. Plus la demande
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est inélastique, plus le pouvoir de marché est
important.

(7)Oui. Si le monopole est capable de pratiquer
une discrimination parfaite par les prix, en factu-
rant à chaque unité de bien un prix égal à la dispo-
nibilité à payer correspondante (lue sur la demande
inverse P (q)), alors il capte la totalité du surplus
mais continue de servir le marché tant que la dispo-
nibilité à payer dépasse le coût marginal. Le dernier
consommateur servi est celui pour lequel P (q) = c,
c’est-à-dire q = q⋆. La quantité échangée corres-
pond alors à l’optimum social et la perte sèche dis-
parâıt : le bien être social retrouve son niveau op-
timal W ⋆, mais il est intégralement capté par la
firme sous forme de profit.
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