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Exercice 1
- Kui d-8) Kt + It

It = s'tt G- = (1-5) Yt

A- = Flkt
,
Att) œè Foutue

fonctionde produit
néoclassique

(1) 4- = Mtn ) Le ,
A t

=D LE 4th ) (1m ) Lez = Gta )
?

Lez

⇒ LE = UMP tt-3
i.

⇒ ¥ Un )tL.

(2) Le taux de naissance de Atta est

défini par

gai
Atd

- 1

Autel

⇐ GAE Gta) Htm) - 1

⇐ gaj-ttktntxn.tt
-

⇐ JAE
kth +sen

↳ en plus par rapport
à une modélisation
en temps continu



(3)On sait que :
-② -

Kt
,
= (t- s ) Kt + SF ( Kt , Atta)

en divisant les deux membres par Atta :

¥e- est + sFH¥ÎµûIËË
⇐ k¥17

,

. Æq¥÷ = U-s ) Ârt + s F(¥Té¥¥)

⇐ Lan)Gta) têtu = G-S ) Âx + s F ( hit , 1)
en posant forêt = Ftk, 1) la fonction de
production par tête efficace :

(Hulot ) Ât
,
= Cts )à + sftkt)

⇐ ËÏ=a÷,Ætka¥âTtrop
④ L' état stationnaire à* est tel que

Ctxnktxx) htt = ftk* ) + A. 8)htt
⇐ ( txntxxnx - t + s ) té = s f (à

* )



⇐ ( ntnxstnx)Â* = sf (htt )
-⑧-

En excluant la solution à*= o ( l'étatstationnaire trivial ) ! on obtient la condition
ftk)
¥

= Atkins

l'état stationnaire k¥0 existe d- est

unique cor :
+
ta productivitémoyenne TÊT
est monotone décroissante

.

+ la productivité moyenne varie
de +a à zéro ( conditions

d' Irada) .

Posons QCÂ ) = tÊI la productivité moyenne .
cette fonction est bijective et donc inversible ,
ainsi

je
= q
"

(Arts)
↳ j'* = ftp.ym-m-s-nx))
et ê* = 4- s) . ftp.fntats#))



- ④ -

(5) La dynamique est gouvernée par

têtu = G (té)

avec Gcà)=ËÆ
Transcrire

+
ta fonction G est monotone croissante

+ làim GÛ ) = a conditions

+ ¥7
Êtê

« } d'Inada
+ d'là MA co



Â#
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tête - jqq¥ÆdH¥ü÷÷ïÏ
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(6) La production par tête est

YÉ Ère

(⇒ YE JE At

à long terme :

f- = J# At



-⑥-

le taux de croissance de
y+
à Long

terme est donc le taux de croissance
de l'efficacité du travail (At ) i.

¥. . =
â
J*Au

⇐ ¥ A¥
.

⇐ ft
,

=
txx à long terme .

De la même façon à long terme le
taux de croissance de la production
aggrêgée Lttnkttn) - t = ntxxnx .

Exercice
Æ# A une fonction de produit néoclassique

Montrons
que K est un facteur essentiel à| la production -

• Asymptotiquement les productivité moyenne
et marginale du travail ont le
mê comportement :



←¥4 infini gy -⑦ -

ki:¥ ; ¥Ë
= ¥ ¥

utwçdutui in condition
reglede d' Inade

l' Hopitul

• Puisque la fonction de production est
homogène de degré 1 , on peut écrire la
productivité moyenne du travail connue :

¥ = HEI = FIE , e)
•
Pour tout KC a donné

,
on a donc

fig E = Flo ,A

• Puisque la productivité moyenne, comme
la productivité marginale, tend vers o , on
doit donc avoir :

Ff0,1 ) = 0

soit en multipliant par L :
Ff0,4 = 0

La production est donc nulle si le stock
de capital est nul .



-⑧-

Exercices
(1) On a

K
tu = sflkt.tt) + U - S) Kt
Émeut LÀherité

du passé
en divisant les deux membres

par Lt , il
vient :

K¥7 = s FKE.LI + d-s) leLt
⇐ ¥ ET = s Ff¥,1) + Us)¥

.

⇐ k*tHnfsf(kt)+U-s)ktW
(a) l' état stationnaire kt doit vérifier :

(ten ) k* = s f (H ) + G-8)k*

⇐ lats) htt = sfckxt)
en excluant l'état stationnaire trivial

,
il

vient donc
flirt

ni:çüË#
= ¥n

capitalÈ¥¥¥



Posons lock) = ftp. me fondras
-⑨ -

de Rt dans Rt
,
la productivité moyenne

du capital . Il s'agit d'me fonction
continue

,
matrone décroissante variait

de ta à o .

Il existe donc un

unique solution pour k* . De plus
cette fonction est bijective sur Rt , et
admet donc une fonction réciproqueË.
L'état stationnaire est donc

si
-

- à l¥)
(3) Dérivons k* par rapport à s .
Rappetm j' (a)

'

=
1

f
'

( f
"

txt )
dk

= - htt .

1-
ds d'Lott¥ ))



•

d'en = K¥1
'

-

-ÜË
-Elk , L)

et d-
'

( n¥) = k* . On a donc

dais = - n¥ .

k
- > o

k
*

fort) - Il

Une augmentation du taux d'épargne
se traduit donc par

ue augmentation de
l'état stationnaire du capital par tête .

Comme la production par tête et ne
fonction monotone croissante du capital
par
tête :

y = flk)
l'augmentation du taux d'épargne induit
finalementune augmentation de la
production par tête -



" I Eye =Ë = K¥ = k¥3
En toute généralité, l'élasticité de la
production par rapport au stock de
capital dépend du niveau de la .

e) À l' état stationnaire le consommateur

par
tête est donnée par

Hs) = a -s ) f (k
*
Css )

⇐ *s) = ftkrsp - sflk
*
Css) zkÊÊ¥ËÏ

⇐ *Cst = f- (k¥1) - Cnts ) k¥9

cpo d
a ⇐ ( t'lk

*

) - arts )) datés = o
Nous savons que datés > o .

Pour
que
la détirée

de * par rapportà s soit nulle il faut et



il suffit que le taux d' épargne soit
-

tel que :

f
'

(fé ) = Cnts )
c'est-à-dire que le taux d'interêt net de
la dépréciation soit égal au taux de
croissance de la population -
Puisque f

' est une fonction monotone
décroissante sur Rt prenant des
valeurs entre to et o

,
on sait que

la productivité marginale estme
fonction inversible . Le taux d'épargne
de la règle d'or doit donc être
tel que

pètes) = films)
Comme k* et me fonction monotone
croissante de s sur l' intervalle Lqé ,
cette fonction est elle aussi inversible . Il
existe donc un unique taux d'épargne
Sa tq DÈS = o .

Pour obtenir une expression plus
explicite du taux d'épargne de la



réglé d'or , nous pouvons relier
-④ -

celui
-

ci à l' élasticité de la produit
par rapportau capital (ou

à la part
du revenu du capital dans le
revenu total . En e Het

,
à l' état

stationnaire nous devons avoir

flkitt
¥

= ¥
s

.

quel que soit le taux d'épargne . En
particulier , pour le taux d' épargne
de la régler d'or , nous devons donc
avoir

Cnts ) FÉ
Sor =-

HE)
a nous savons que sa est tel que
j'(k*) = nts .

Ainsi nous devons
avoir :

ça =
té f

'

(k*)
F)

A la règle d'or le Deux d'epargne doit
être égal à la part du revenu du
capital dans le revenu total .



Range Dans le cas d' une foretà
④ -

de production Cobb
_Douglas

fck) = là , nous trouverions
Sur = &

Nous n'avais pas montré que sa , le
taux d'épargne qui annule daft , maximise
bien la consommation à l'état stationnaire

.

Nous pourrions l'établir en montrant

que la dérivée seconde d¥÷ est négative . . .
Il est plus simple d'étudier le signe
de la denrée première .

Nous avons

f = ( f4 - cast) daft
Comme DIE so ,

la dérivée première
est du signe de

f
'

( béta ) - Cnts )

On sait que f
' est une fonction monotone

décroissante du stock de capital par tête,
et que k* est une fonction croissante des .
Ainsi j' lk

*

Cst est une fonction décroissante
de s . Si s = sa , on a f

'

(k¥8 ) - IntD= o



donc si scsor filtres)) ) nts
-④ -

et si s> sa f
'

( tètes) L nxs . Ainsi

de*

dç (
° Ssi s >sa

IËT
.

-sarddtstsod¥so

Exercice La dynamique du stock
de capital par tête est gouvernée par l'dpaat
récurrente suivante :

ktt
,
= 91kt )

avec 41kf
,# [ sflkttltstk]

On sait qu' il existe un unique
état stationnaire k¥70 . Cette



dynamique est non linéaire , mais
-④ -

on peut approximer celle - ci dans un
voisinage de l'état stationnaire en
considérant un développement deTaylor
d'ordre 1 en k*. En effet :

Gua) = a tkt ) + àlktlk- k* )
Par définition de l'état stationnaire ,
on a donc :

G (k ) e k* + d'(k*) (k - k¥1
On peut donc approximer l'équato
récurrente :

htt
.
-

k* et d
'

(k*) ( ke - k*)
-
distance
à l'état
stationnaire

⇐ feta - k*
¥

= àlkt .

kt-k*
k*

--

distanceà
l'état stationnaire
en pourcentage

2- tu
= d'(k* ) Et



On sait que
-⑦ -

GYK) = J'(d) +4¥
on a donc

àcktt ça lsftk¥+1 - s)
Par ailleurs nous savons qu'à l'état
stationnaire nous avons

flk#
#

= n¥
ou encore

s =
HÉ
µ#
(htt)

En substituant dans l'expression de actif :

acte) --El k*jf¥¥nattes]
-

Hk* ) la part du revenu
du capital dans
cerveau total .



La dynamique approximer nous dit
④

que
la distance à l'état stationnaire

évolue de la façon suivante :

Ztxi = ¥ ( X (k*) Cnts ) + t -5)Et
-Ë

c) la vitesse de convergence est le
taux de (dé)croissance de la
distance à l'état stationnaire :

comme
.
-

ÊËtÊ¥.

ËIËËË:*:*:as -

- faites - et ÷:#÷

q¥¥¥ÊÊEËÂ IE.me convention)

⇐ f =-1¥ (x (k*Kms ) et-S -¥
⇐ f = - ftp.xck#Xm-s)-ln+s))

⇐µuæÆ¥TµLeone



Cis Afin d' introduire un
choc de productivité temporaire ou
permanent on change la fonction
de production en rajoutant un
paramètre contrôlant la productivité .

soit FCK
,
4 me fondras de production

néoclassique, et flk) la fonction
de production intensive associée . On
pose

y#( K
, c) = A FHM

à A est un paramètre positif . si A
augmente alors, toute chose égale
par ailleurs , on produit plus . Ilest facile de vérifier que la

dynamique du stock de capital partête est alors donnée par :

(Hn ) htt = s Aflkt + A-8) ke
(
o
kta = Glkt)

avec Glk) =# fsAflkh-H.dk]



-⑦ -

La présence du nouveau paramètre A
ne change pas les propriété de la
fondras a. ta représentation graphique
n'est donc pas changée

(1) y
kw a kx

KÉ

chopait
•

mû: | iii

# °

kikTÉ
Ill

k
.

Le choc permanent augmente le niveau
de long terme de l' économie 1k¥ y* et
¥ ) . Si on part initialement de l'état
stationnaire (avant le choc) , on observe

pendant la transition cubeux de
croissance positif ( pour rejoindre
le nouvel état stationnaire) .



(2) Considérons un choc transitoire ?
-

Supposons que l'économie soit initialement,
en période o, à l'état stationnaire .
En période 1 A augmente puis revient
à son niveau initial en période 2

kata
ki

KÉ

p
- - - - - - - -

,

' ' '

' i l

' ' '
'

l
'

,

l I

I I
I I

- kt
k¥4 kkxt
Il

±

•
k
. le stock de capital par tête

µ
-

croît au moment du choc

ke - •

temporaire puis décroît de

← * | . . . :-. :.it?.a.eI-Ktski:::i:-
°
1 2 3 4 s f

tt b



-②

Exercice
Ca de dynamique du stock de capital
agrégé est donnée par

Kt
,
= SU - E) Flkt

,4) +A -8) Kt
-

investissement

en divisant les deux membres de l'égalité
par Le

et en exploitant l'homogénéité de
degré 1 de la torchon F, il vient

(Hn ) ktx , = SG-E) Elke ,1) + (1-8)kt
→

⇐ truc = Glktt \
←

avec ack) =# Lsd - ttflktttttstkf
% 'état stationnaire k* vérité

k
*
= Glk*)

c'est-à-dire
un)k*= suiffé) +AAH

(⇒ (no)k*= sa-4f (k¥1



⇐
f (k¥

-203-

¥
=
AI % fluant
SG -E) stationnaire

⇐ ¢ (k*) =
trivial k¥0

sa -E)
-

productivité
moyenne

On sait
que
la productivité moyenne ¢

est une fonction continue monotone
décroissante sur Rt et variant de ta ào .

Ainsi la torchon ¢ est bijective et
donc inversible

,
on a donc

kxt
= ÉTÉ.at

On sait que la torchon d
'
'

est monotone
décroissante

,
ainsi l'état stationnaire

est un torchon décroissante de è . P
la taille de l'état est importante plus
le niveau de long terme de l'économie
intensive est bas

.

y
*
= flot 'U¥⇒ )

cela n'est pas étonnant , car dans ce



modèle la dépense publique ne -④-
sert à rien ( G est comme de l'argent
jeté à la mer ) .
Le niveau de long terme de la
consommation par tête

est :

* a-au⇒ flot ts¥⇒
On note qu' il n'y a pas

d'arbitrage
sur le niveau de consommation par tête
à long terme quant à la taille de
l'état

.
Une augmentation de la taxe

conduit
,
sous ambiguité , àme baisse

de la consommation intensive à long
terme -

µ Un dur transitoire ( positif ) sur les

dépenses publiques et donc sur la taxe
t puisque le budget de l' état doit
rester à l' équilibre se traduit, au
moment du choc

, par
de la décroissance

puis de la croissance pour revenir



à l'état stationnaire Œ

Attis
fa

KÉ

""

i i : '

! il
l

' I I I I

light
k* kzfét

"

ka k
.

k.fr#.----.-.-.-.-.------•

oe

k*-o
° r 23 4 5 67 t



-④ -

Exercice 7
-

it = KÎ GELÉ = Flkhhttt )la produit aggrezée

↳
y E- ktg la production par tête

La loi d' evolution du stock de capital aggozé :

Kt
,
= It + (t- 8) Kt

où l' investissement est une fraction , si, du
revenu disponible, UI ) Yt . Nous avons
donc

Kt
,
= sa -E) F tkt

,
Gt

, 4) + A-8) Kt
en divisant les deux membres

par 4- et
en exploitant l' homogénéité de degré 1
de F

,

il vient :

Lttntkta = sa-4 flkt.ge/tl-s)kt
où flkt.ge/=kIgf

Par ailleurs
, puisque le budget de l'état doit

être équilibré à chaque période , nous
savons que

g+ =
t
ft

⇐ g- = tkt g?



⇐ gft.tk?
-④ -

(⇒ g+=
t'ÎKÊT

Ensvbstilvautdauslatoxtiorde produit
par
tête

yt-kilfk.FI
( ⇒ get

# KÊ
d- donc

#¥Hk*=sa¥Êkf
a

(2) A l' état stationnaire k* nous devons avoir :

Garth .rs#c-*k*Es+U-s)k*
⇐@tsjk-_sUcYcEfexErsf_zfzXtl-E.sa

-
à)àÈ
ni

⇐ k*
=

sa -⇒ c-
Es

¥



ce ④

k* = (
ser - i) c-

Es r -x-p

→ )
x

⇒ y
*
= à ?_? ( sa - E) à

# =p

÷ )
±

=D c
*
= (1- s) (1-E) à

#
( sa

-e) c-
Es r -x-p⇒

(3) Conséquences d'une variation de la
taille de l'état ( le niveau de la taxe ) .

La taxe è est dans l' intervalle lait ] .

•
k* est une fonction monotone croissante
de

QCE) = (1- e) c-
Es

Ou ce QUI = 9k ) = 0, pour
les valeurs

extrêmes de la taxe le stock de capital
par
tête à l'état stationnaire ( c'est aussi le

long terme ) est nul . En conséquence ,
pour ces valeurs la production par tête
et la consommation par tête sont nulles à
l'état stationnaire

.

Puisque k* et me fautmonotone



⑧
croissante de ceci) , le signe de

dtdèt est identique au signe de L'CH .
On montre facilement que ceci est
me fout croissante puis décroissante .

9kt = Écrit¥4 c-
%

⇐ quel = c- ÊTES -
e)

Ainsi 94*-0 ⇐ c-
*=p et

44410 soi c- Ep

Ès

|
.

p

Si à est faible
,
au sens où à Cp

,
une

petite augmentation de è induit une
augmentation de qcèt et donc de k*. Si
t est fort , au sens où à> B, une petite



augmentation de c- induit une baisse
-⑧ -

de ceci) et donc de k* .

•
On remarque que # est aussi une
fonction croissante de quel . En effet

* a-spam¥Ï÷? (÷ )
÷"

⇐ ¥ a - s) .qu)
?¥? (n÷Ê

ainsi à =p maximise le niveau de
long terme de la consommation par
tête
,
et les variations de à ont

qualitativement les mêmes conséquences
sur le

* et ¥ .

•
On ne peut pas exprimer y* en torchon
de QUY comme nous avons pu le faire pour
#et fé

.

Donc ce pourri les effets
d'une variation de à sur y

* vont être
drillèrent .

•
Les conséquences sur la croissance dépendent
des conséquences sur le long terme .

S'il



faut rejoindre en état stationnaire potées
élevé l'augmentation se traduit par
de la croissance .

S' il faut rejoindre
un état stationnaire plus bas , on
observera de la décroissance .

(4) Si x xp = 1
,
la fonction de production

par
tête devient linéaire dans le stock de

capital par tête :

(ttn ) ktt , = sa-E)Être + A-5) kt

⇐ (tta) k¥7 = sa -E)¥7 (1-8)
⇐ kff7 = SUKI1tn

⇐ gq"¥îIW
le taux de croissance de k est content

,

il ne dépend pas du niveau de k .

Si sqcè) - n -S so , l'économie croît

indéfiniment .- o croissance endogène
- o croissance ou décroissance dépend de
la taille de l'état si Clay est proche de o


