
ainsi que la fonctionde production KICK L on

obtient

Kt Ke E F Kt 4 8kt Ce
La variation du stockdecapitalagrégé ne peut
êtresupérieur à la productionagrégée nette de
la dépréciation du capital moins la consommato
agrégée Cette contrainte peuts'exprimer
en terme intensif sous la forme

Un k ke E f kt 8kt ce

Remorquet En utilisant lesmêmesapproximations que
dans la sectionprécédente en obtient

k E f kt as ke et
variationdustok topotêtedecapitalpartête nettede ladépréciato ÊTÊtme.at

Remarque Ou présente souvent le modèle en
remplaçantl'inégalitépar un égalité_Tant quele dictateurcherche à ne pasgâcherdes
ressources il a intérêt à saturer la contrainte

les Allocationréalisableetallocation optimale

üeKËËËËËËËôËÊË



L'ensembledesallocationsréalisallesest l'ensembledes
choixpossibles pour ledictateur ou planificateur
central relatifs aux trajectoires de consommation
partêteet decapitalphysiquepartête
Notonsqu'ici l'allocation est interte à ladate
le dictateur doitchoisir le niveau de consommato

par tête à la date 0 mais aussi à ladate1 pairs et

Dans leschapitres suivants le dictateurmaximisera
un critère le bienêtredesménagesparexemple pour
choisir une allocation optimale parmi lesallocations
réalisables
Dans le cadre du modèle de Solow le dictateursuit
plutôtune règlearbitraire pour sélectionner are
allocation d'où lesguillemets sur optimaldansle
titre de la section On suppose que ledictateurobéit à la règle suivante

C U s

où s e Lo e est le taux d'épargne cetterègle
peuts'exprimer sous formeintensive

E U s f ke
Dans la suite on ne chercheraqu'àcaractériser
la dynamiquedesvariablespartête pourlesquelles
on pourradétenir un étatstationnaire Onpeut



dorsfacilementdéduire ladynamiquedes
variablesagrégés

minitiâïüüaçÎÊÉÉtienÊüi
Remorque Dans lecadredumodèledeSolowc'est un

peu bizzore de parlerd'uneallocation
optimale car le planificateurcentral ne
fait que suivre une règle pourdéterminer
le niveau de la consommation Notons
toutefoisqu'il décide de saturer la
contrainte de ressource Ne passaturer
cette ressource à ne date t reviendrait
à réduire lesniveauxdeconsommation
accessiblesdemain

d 6

CaractérisatordeladynamiquedemositançtoffifççâüÊjü
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Reuven Direct en substituant la règledéterminant le
consommation comme ne trationcaustente de la
production dans la contrainte de ressource saturée DE

Ladynamique estcaractériséede façonrécursive La
fonction ac donne le stockdecapitalpartêtedemain
comme me fonction du stockdecapitalpartêteaujourd'huiCtantdonnée une condition initialequelconque box on
simule aisémentles chroniquesdu stockdecapital
partête et de la consommation

Code periods too

pour
simuler K Zeros periods 1 KU 7

ü ï
onctionde Hta Hn s KAIalpha UdeltaxHH
production

Cobb
Douglas end

Remarquent Aveclesapproximations discutésplushaut
la récurrences'écrirait

kat s f kt H n s la
Remarque On peutalternativementcaractériser la

dynamique en donnant letauxdecroissance
du stockdecapitalpartête Letauxdecroissancela périodeest

ggt
kttckc.be



Ensubstituant la fonction G ilveut

gqt
dtntlsflktt lt.skkkt

gpj UIntfsflkrt.it 1 s
1

ggElttnt'IsulkitttSt
où luck Http estta productivitémoyenne
ducapital

Représentationgraphique
Clairement al k est une fonctionmonotonecroissante

d'Cla aunt Lsf k 1 SI o Ak

Il s'agitaussi d'uefonction concave puisque sa
dérivée secondeestnégative

4 k Can s f k L o Ak

Parlesconditions d'trada on saitaussi que la
tangentede a estzeroestdepente infinie

pleinakkl Hn s limflk a
k so

et que µ ç à k amis_tianya.flkttffifi.tn



Asymptotiquement la pentede lafonction a est
strictementpositiveet intérieure à 1 on saitdonc
que la courbereprésentative croisera une unique
fois la première bissectrice

kwa re II

k q
ack

ï iI I

i i i i
i i i l

i i i i i i
i i i l I li i i i l i
i k kik k k k ki

A Etatstationnaire
Un état stationnaire de cemodèle est au niveau tel
que si kCo k alors kff1 k A te IN

L'état stationnaire k est un pointfixe de la
récurrence définiedans laproposition 1 etdoit
satisfaire k allé
On ne considèrepas l'étatstationnairetrivial
k a car i dans ce cas l'économie n'existepas
touteslesvariablessont nulles à on verra plus



loin que cet état stationnaire estinstable là
le stock de capital estarbitrairementpetitmais
strictementpositif l'économie ne sedirigejamais
vers le o et Lü l'existence de cet état
stationnaire n'estpasrobuste il suffitd'me
perturbation arbitrairementpetite sur le atèle
pour le voir disparaître en posant f6 ES 0

au lieu de flot o

Proposition Il existe un uniqueétatstationnaire
peso Cetétatstationnairedepend

üüË Ë î

Prévenu L'état stationnaire doitsatisfaire
can k s f k U S k

Puisque nous ne nous intéressons qu'auxsolutions
strictement positive nous pouvons diviser lesdeux
membres par k

1 tn s f H
e
1 s



htt fCk
pet

À l'état stationnaire la productivitémoyennedu
capital doitêtreégale à n en l'investissement

par unité de capital sff doit êtreEgal à
n 5 quiestapproximativement le taux de
dépravation du stock de capital partête

Lemembre de gauche est strictement positif
Nousallons montrer l'existence et l'unicitéde
k 0 en montrant que la productivité
moyenne du capital est un torchoncontinue
monotone décroissante de a à o Nous avons

Http ftp.fcklk

Http Elkhart o

puisque la productivité marginale du
travail et

parhypothèse positive Laproductivitémoyenne
du capitalestdonc ne taxtomonotone

décroissantedek
Nous avons aussi

ftp.KI liggflk a

Règlede l'hôpital



et
ç Http hp.iq f4k

Cela implique l'existence et l'unicité de l'état
stationnaire k 0

d k
Notons lock Http la productivitémoyenne
ducapital Cettefonction est bijective nous
pouvonsdoncdéfinirl'étatstationnaire en
l'inversant

LE nif
Pour établir lesconséquencesd'uevariateur
de saints sur l'état stationnaire nous pouvons
calculer desdérivées

HÉ a prissy
fini



dk

nous venons de montrer que d 40 la
dérivée de k parrapport à s estdonc bien
positive une augmentationpermanentede
s induit une augmentation de k De la
mêmefaçon on montre que lesdérivées par
rapport à nous sont négatives Texts

Arnaquée Ou déduit facilement lesniveaux
d'état stationnaire des autresvariables du
modèle

y pff et U s flkH
On retrouveles résultats habituels ou

augmentationpermanente du taux d'epargne
induit une augmentation de laproduction par
tête à l'étatstationnaire mais l'effet sur la
consommation partête est moins évident

Remarquiez Nousaurionsobtenuexactement lemême
étatstationnaire si nous avions utilisé la
version approximée de la loi d'évolution
du stock de capitalpartête



est
Statèmerrécurrentosait

le système d'équations récurrentes

Xt G Xt

où te Rt est un vecteur de variablesdontles

dynamiquesjointes sontdéfiniespar t a est ne

torchon de Rh Rafles n équations de n
variables S'ilexiste un étatstationnaire
doitoonitier

a l
Dans cette section on donnedesrésultats sur
la stabilité locale ou globalede l'étatstationnaire
Nousdisposons d'un résultatsimple et puissant
si a et une fonction linéaire leschosessont
bien moins simples si le problème est non lunéede

théorème soit le systèmedynamique
tu A Xt b

i
le sens où x pour

touteconditioninitiale



t

üJtu G x

avec une condition initiale x donnée G
are fonctioncontinue de Rn o R À te Rn
Notons un état stationnaire de cette
récurrence vérifiantdonc à Supposons

p
unité dans l'étatstationnaire estlocalement

stable dans lesensoù il existeunvoisinage
BUH cRn telque tt x.EDU xt x

On voit que dans le cas mer linéaire le resultatest
bien moinsgénéral il n'établitquelesconditionsd'oiestabilitélocale Cela n'estpassurprenant puisqu'ilestbasé sur une approximation linéaire locale de
la dynamique

Corollaire1
Xt a b e R Si lake alorsl'étatstationnaire

de l'équationrécurrente axe b estglobalement

ÎÏËËËÊÊËËEÏËËÉÏËEÏTÉÏ



Théorème Soit g R o R me fonctioncontinuement

ËËËïËËËË.it i iD

Notons que ce théorème ne donnequ'cue
condition suffisante L'état stationnairepeutêtre
stablemême si pour certaines valeurs de x on

ne vérifiepas l'inégalité totale
Prenom On montre la stabilitéglobale en montrantque

la distance entre set et set mesuréepar ta x t
décroîtnécessairementquand t augmente
Pardéfinition de g et de se on a i

n tn se g see gtx
Par le théorèmedesaccroissementstaris on sait
qu'il existe c entre se et se tel que

gtxtl gtxH gkc.cat se

soit en prenant la valeurabsolue

lgtu7 gcattflgknstlxe.se
Comme 1g tn IL 1 fr E R on a nécessairement

gCat gtx I L Iset sél



et donc
set se IL 1re x I

A chaque itération on réduit la distanceentre
x et l'étatstationnaire a On dit que l'application
estcontractante stabilité mon

Théorèmedesaccroissementsfini Pautoutefonctionréelle
d'une variable réelle f a b R fa etbdesréels

telsque cesb supposée continue sur l'intervalle

ferméCaBJetdérivable sur l'intervalle
ouvertsaid

il existe un réel c dans Joeblvérifiant

f b f a
Ta f k

D

f I l
I l I
i i l

0
a C b



l 9 Dynamiter
Nous avons montréqu'ilexiste un unique état
stationnaire k o On s'interessemaintenantà
la stabilitédel'étatstationnaire L'économie
converget elle vers l'état stationnaire pourtoute
condition initiale positive

Proposition trhitiakkàémie
centraliséeconverge de façonmonotone vasl'etatstationnairekxt

Renie La dynamique du stockdecapital partête
obéit à

h Gtkt
avec Uk CantIsf k d s k Nous avons déjà
montréque oim estpositif pourtout le c R Nous
pouvons commencer par montrer que a k f1 ce

qui

établira about.fi

fËT ËËËËËÊËËË Eî
f6kf41

tefa k



La fonction de production intensiveest concave
puisque f b Lottk CIR Nous avons donc

flot flkkfkklkcsflksfcatkf.lk
Hk kf4k

En particulier à l'étatstationnaire lapoductivité
moyenneducapitaldoitêtresupérieureà laproductivité
marginale du capital

flag j'UH
Ainsi pardéfinition de l'état

stationnaire voirt.tt
nous avons

fkkALnts
Dans la section I 6 crousavousobtenuladenvée
delafondrarack

d b Utntfsflkhts
À l'état stationnairenousavausdax

àlk Hn Isf k 15
etdonc aqkxtygutnjlnt st t.SI



à k 41
Cequi assure la stabilité

localedel'étatstationnaire

Ou ne peutmalheureusementpasutiliser lethéorème

pourétablirla stabilitéglobale puisquea'Ck
n'estpas interieur à 1 pour tout ke Ra On
sait parexemple que alignGtk

_a parles
conditions d'Inada

Supposons que ke soitinterieurà l'état
stationnaire c'està dire que htt Jo k L Nous
avons

ka ki G ki 41k
k

f al k dkka
0 car GlkhofkHR

Donc si keck alors on aura aussi k Lk

Parailleurs nous savons que
Hulk sflkc.lt 1 8 ke
Hnfra kif sflktl H stkt.HNkt
CHUIka kif sfkt as kt

Html k ki kif s Cnts



7 Ant ktttgk.tn sflkztf.cn s

anaéidsseaucedek ÜËÏÈdek
Un kttpff.tn s flkp Cnts

car la productivitémoyenneestune fonction
décroissante de k Finalement pardéfinition
de l'étatstationnaire nous avons

httkik
Ainsi lorsque ke E I o k L on a

nécessairement ka e3kt htt Enitétant
kt convergeradonc vers k de façonmandores

L'équilibredécentralisée
IlLesmenages

O Unménageet ne dynastiedontladuréede
vieest

infinie L'économieestpeupléed'un
continumde

ménages indicéspar j eLo i Le
nombrede

tête dans chaque menage croît au taux
autantno

La population totale de l'économie
à la date

1 est Le l n
t nousnormalisonslenombre

de tête à la dateàLa 1


