
 
Pourles mars 2ns Retouraumodéledesd pioLos

Nous reprenons le modèle vu en L2de façon un peu
plusgénérale En passant nous en profitons pour
introduire lesmodèlesd'équilibregénéral que vous

verrezplus en détails dans le cours de micro qui
forment le cadre aujourd'huistandard pour penser
la dynamique des agrégats économiques_
Une différence technique notable avec le cours de
l'année dernière est que nous abandonnons le formalisme
entemps contenu Nous n'utiliserons donc plusdes
dérivées pourcaractériser la dynamique des variablesd'interêt
A Versioncentralisâdun deledesdow

Comme l'annéedernière on supposedanscettesection

quel'évolution
desagrégatséconomique capitalphysique

production consommation est le résultatdeschoux
d'undictateur qui prend lesdécisions pourtout le
monde Dans une telle économie il n'y a pas
d'échangesentre déttetents agents le seulagent

est

le dictateur
Conflent l'appelerRobinsonCrusoé il

n'y a doncpasde
marchés ni de prix Dans ce chapitre

on montrera que la dynamique de l'économiedans
le modèle deSolowcentralisé et le modèle de slow



décentralisé où l'économieestpeuplée dedéfauts
agentsqui ahangent sur desmarchés voir la section2

A.tl TAk eur

Le temps estdiscret t e N Uneperiode par
exempleentre ti et t peutreprésenter une duréede

temps constantearbitraire annéetrimestre qu'il
conviendra de choisir lors de l'étalonnagedumodèle
quand on donnedesvaleurs aux paramètres
d'économieetautarcique comme l'île deRobinson

Il n'existequ'unseul bon produit à partirdedeux
facteursde production le capitalet le treuil Lebien
produit à la periode T peutêtreconsomméà
la période t on investi sous forme decapital

qui sera utilisé pour produire à la périodesuivante
Chaque ménageest doté

d'uneunitédetravailqui
peutêtreutilisée à diourékoupar le dictateur

le dictateur pendtoutes les décisions
il utilise toute la forcede travail et le
capital accumulé pour produire l'uniquebien
à chaqueperiode il épargne une fractionconstante
se tait de la productionpouraugmenterlestockde
capital leresteestdistribuéuniformémentauxmétrages



Dans la suite on adopte lesviolations

ht le nombredeménages laforcedetravail
en période t

Ke le stockdecapital au débutdelaperiode t
qui sera utilisépourproduire à la
periode t
la production à la période t

Ci la causommakanagrégéeàlapériode
On utilisera des minuscules pour lesvariables
par tête

LE Ë g et a

Périodet

t.to Temps

Mkt le stockde capitalutilisé en
periodetest leunttatduchoix
d'épargne en periode t Ii

II 2 Productif
La fonction de production

F Kt Lt



est une fonction de 1REdans1ReOn
suppose que lafonctiondeproduction est
coutume et deuxfoisdifferentiable
La fonction de productionest néoclassique

Rendement d'delle coudant homogénéité
dedegré 1

Il µK µL µElk4 t µ o

Lesproductivitésmarginalessont positives

Falk 47 o

EL lk l J o
Centeris paribas me augmentation du
stock de capital induit une augmentation
de la production

Les productivités marginalessont décroissantes

FalkL O

Falk4 40
L'augmentation deproductinduiteparune

augmentation dusteakdecapitalestd'autant
plus faiblequelestockdecapitalestgrand



Conditions d'Ikeda

fygfrlk.tt o Elk4 o

ç Fr144 ta Elle4 a

fupposer que la fonctiondeproductionestdetypenéoclassiqueentraîne les propriétéssuivantes

Propriétés testacteursdeproductuersontessentiebd
ple sens où Ff0,4 FCK0f o f CKHERE

Reine Par la règlede l'Hôpitalet lesconditionsd'Inadaon
montre que la productivitémoyenneducapitallend vas 0
lorsque le stock de capital tendversl'artni

âÈ û a

Asymptotiquement les productivitémoyenneetmarginaleducapital
ont le mêmecomportement Quand lestock de capitaltend
vers l'infini la production tendaussivers l'enfui puisque
la fonction deproduction estcroissante en KI mais moins
vite
Puisque la fonction est homogènededegré1 on a aussi

FU
pourtout le tri on a donc

FG Ff10



De sorte que nous avons nécessairement

F11,0 0

Soit en multipliant par K et en exploitantà nouveau
l'homogénéitéde degréde la fonctionde production

Flk o K
Nous venons de montrerque la production estnulle
si la quantité de travail estnulle En ce sens le
facteur travail estessentiel à la production De la
même façon on peutmontrer que le capital est
essentiel à la production New

tü

Ë
oùgreet gy sont lesdérivés

partiellesdeg
Cesmêmes dérivéspartiellessonthomogènes
dedegré ki parrapportà x et y

freine Puisque la fonctiong esthomogène de degré k
nous avons

gtx g Mgln g t CA

En dérivant par rapport à il veut



galaxieg xtgykx.ly y kxkgCng t

En particulier pour 1 nous avons donc

galag xtgylx.cz y kgtng
Pour montrer que la dérivéepartielle par rapportà x
esthomogène de degré k 1 devivous parrapportà n

Xgnlxxiyl xkgdx.gl

gdxxiyl skigdx.gl
On procède de la mêmefaçonpourmontrer que la
dérivée partielle parrapportàgethomogènededegréki tn

yygyç Ongénéralisefacilement lethéorème
d'Euler à ne fonction de n variables
homogènede degré k par rapportà men
de sesarguments

Propriétés
néo classiquedans m économie en

concurrence parfaite où les prix
desfacteurs sontdonnéspar les productivité

maufinaleqlesfirmesnefantpasdeprofit.Rreuoe.me

Si le capital et le travail sontrémunérés

par i Re FielKt ht et WEEtkthtt



alors par le théorème d'Euler on a

Rt ke t Vt ht
et donc la nullité du profit ne

Propriétés les productivitémarginales ne dépendentqueduratrokj
RenviePar lethéorèmed'Euler nous savons que
si Fest un fonction de productionnéoclassique
homogène de degré 1 alors les productivité
marginales sontECKL et Elk 4 sontdesfonctions
homogène de degré 0

FabK XL Falk 4
E U K d Elk L

pour tout sert En particulier pour D I il
vient

Falk 4 Fr E 1

Elk 4 Et 1 ta

Propriété Resélasticitéparapportauxtacteef
deproduction somment à 1

EyktEy1_



Renier On utilise encore le théorèmed'hier
qui vous dit que

F k L Fille 4K Elk Uh

y 3 K II L
1 II

ËE 1

L

Eye Eye 1 M2

1
Propriétés On peut écrire latechnologie

sous forme intensive c'est à dire
exprimer la production partête yentardronducapitolportâtes

ReinePuisque la fonction de productionest
homogène de degré 1 nous avons

Y F X K X L f d E Re



En particulier pour L il vient

E FIE 1

En adoptant la notation fcxr fcx.tt il
vient

y flk
la production partêteenfonction du
capital partête

E

Propriétés La fonction de production intensive
fort héritedespropriété de la
tondues deproductionFAIL Ona
à flot o

Iii flkl o

ËË Ë
Wil ELKA fort_f k k



Amg i Par définition de la technologie
intensive nous avons i

f6 Flo 1

Par la propriété 1 nous obtenonsdirectementftp.o
Lutin cuitetLiv Par construction de la technologie
intensive nous avons diretement

fille Falk l
ou encore

gypsy Falk 1
puisque la productivitémarginaleFr44 est

une fonctionhomogène dedegré0 On déduit
directement la positivité de fille et sa décroissance
c'està dire la négativité de f k Le point austere
conséquencedirectedesconditionsd'Ikeda relatives
à Falk4 Pour le dernier part vi on utilise ne
nouvellefois le théorème d'Euler

Y E K L K Elk LIL
soit en divisantlesdeuxmembrespar L

y Elk 4k Elle4
Puisque la productivitémarginaledu capital ne
dépend que du ratio capital travail nous avons



de façon équivalente

y Frette 1 le Elk L
ou encore

y fkklkt flk.LI
Ainsi nous obtenons la productivitémarginaledu
travail comme

Elle 4 f k f k k
Elle ne dépend nous le savions déjà que du
stockdecapitalpartête ta

UH Lacontraintederssourceetleslaisotddulvendutravoiletducapital

O L'économie estautarcique on ne peut consommer
ou investir en bien venantd'ailleurs et ne produit
qu'unseul bien en quantité Y Ainsi à une
période t quelconque la somme de la consommato

agrégée G et de l'investissementagrégé I ne

peut dépasser la production On a donc
nécessairement

G It E Ye f TEN
Il s'agit de la contraintederessourceà laquelle le
dictateurdoit se soumettre En divisant les
deuxmembres de l'inégalité par la population



on peut écrire la contraintes de ressource
sousformeintensive

A it Eye TEN

On suppose que la population croîtantouxcoustout
Mattirsiladynamiquedelataradetravail
obéit à l'équationrécurrente suivante

4 Hn Le te
Facteur de
croissance

Il s'agit d'un suite géométriquederaisouttn
dentletermegenéralstobtemenitérantoerste
passé

Utnfl TEEN

Pourallégerlesnotations ausupposeraparlasuite
que 1

On suppose que le stockde capital physique
sedéprécieautaux constant selon testockde
capital au débutde la périodesuivante estdonné
parlapartienondépréciéedustockdelapariode
courrouteaugmentède l'investissement
contemporain

Ka U 5 Kt ItI sostockdecapitalan stockdecapitalankinvestissement
débutdelapériodette débotdelapériodet eupériodet



Pour caractériser l'évolution du stockdecapital p
tête on diviselesdeuxmembres par Lt

E a SI É
i U s ke t it

cHn k U Slkt

Rappel Le développement limité en 0 de H x est

x
1 se x2_ses t CDnsen o sen

où la notation open représente un terme résiduelquitend
vers 0 lorsque ontend vers 0 plusrapidementque lafonction

Remarque 1 La loid'évolution du stockdecapitalphysiquepareffffênerefsemble
pas à ce que nous avions l'annéedernière

avec la formulation en temps continu dumodèledeSolow
Il est possible de s'en rapprocher au prix de quelques
approximations Endivisant lesdeuxmembrespar An
il veut

le 1fr htt 1
Lorsque on est petit on tend vers o ou peutapproxim
cette équation par

le 1 5 G a htt it



ka U n S ns ke it
En négligeant le terme croisé il vient

ka e U n s ke ie
sait encore

Dktuertlntstt
où D 1 L est l'opérateurdéférence première
B kafka ke On retrouvedonc approximativement
ce que nousavions

l'annéedernière et as peut
s'interpréter comme une approximation dutaux de
dépréciationeffectif du capital partête Nous
voyons ici l'interêt de la formalisation entemp
continu qui estplussimple sans reposer sur des
approximations

d 4Dynamiques du capitalet de la consommation
En réécrivant la loid'evolutiondustockde capital
sous la forme

Kt Ke I t 8kt
et en substituant la contrainte de ressource
qui peut s'écrire

It E Ye Ct



ainsi que la fonctionde production KICK L on

obtient

Kt Ke E F Kt 4 8kt Ce
La variation du stockdecapitalagrégé ne peut
êtresupérieur à la productionagrégée nette de
la dépréciation du capital moins la consommato
agrégée Cette contrainte peuts'exprimer
en terme intensif sous la forme

Un k ke E f kt 8kt ce

Remorquet En utilisant lesmêmesapproximations que
dans la sectionprécédente en obtient

k E f kt as ke et
variationdustok topotêtedecapitalpartête nettede ladépréciato ÊTÊtme.at

Remarque Ou présente souvent le modèle en
remplaçantl'inégalitépar un égalité_Tant quele dictateurcherche à ne pasgâcherdes
ressources il a intérêt à saturer la contrainte

les Allocationréalisableetallocation optimale
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