ECONOMETRIE APPROFONDIE

(Session de rattrapage — Eléments de correction)

12 juin 2026

EXERCICE 1. On suppose que les données sont générées par le modele :

Vi =T+ ...+ T kB + &

ou les z;; sont des variables explicatives déterministes, les (3, des pa-
rametres réels, et ¢; une variable aléatoire i.i.d. centrée de variance 2.

(1) On obtient la représentation matricielle en concaténant (verticalement)
les N observations. On pose Y = (y1,...,yn), € = (e1,...,en), B =

(Bl; e 7ﬂK>, et

T1,1 12 ... T1K

T21 Too2 ... T2K
X=1 . .

IN1 IN2 ... INK

X est une matrice N x K (chaque ligne rassemble les K variables expli-
catives d"une observation, chaque colonne les N observations d’une va-
riable). Le modele s’écrit alors :

Y=XB+¢

(2) Lestimateur des MCO est le vecteur b qui minimise la somme des
carrés des résidus :
b= arg r?i}n(Y — Xb)'(Y — Xb)
b
= argr?bi?Y’Y —'X'Y + VX' Xb
(le terme Y'Y ne dépend pas de b et les scalaires b’ X'Y et Y’ X sont égaux).
La condition du premier ordre (dérivation par rapport au vecteur b) est :

2X'Xb—2X'Y =0 b= (X'X)"' XY



Pour que cet estimateur existe, il faut que la matrice X’'X soit inversible,
c’est-a-dire que X soit de plein rang colonne (rg(X) = K) : absence de
colinéarité parfaite entre les variables explicatives et N > K. La condition
du second ordre est satisfaite car X' X est définie positive sous I'hypothese
de plein rang : le point critique est bien un minimum.

(3) b est sans biais. En substituant le DGP dans I'expression de I’estima-
teur :

b= (X'X)"' X' (XB+e¢)
=B+ (X'X) ' X
Comme les variables explicatives sont déterministes :
E [b] — B+ (X'X) ' X'E[] = 5

puisque E[¢] = 0.
(4) En utilisant b — § = (X'X) ™" X'c et le fait que les ¢; sont i.i.d. (V[¢] =
O'SIN) .

Y M —E [(X’X)*1 X'ee' X (X’X)*l]

—(X'X)'X'V[] X (X'X)!

=2 (X'X)" X' X (X'X)!

— o2 (x'x)"!
(les régresseurs étant déterministes, (X’X) ™" X’ sort de I’espérance).
(5) Théoreme de Gauss-Markov. Sous les hypothéses du modéle
linéaire (régresseurs déterministes de plein rang, erreurs centrées, ho-
moscédastiques et non corrélées, V(c] = o21y), I'estimateur des MCO est,

parmi tous les estimateurs linéaires et sans biais de 3, celui de variance
minimale (Best Linear Unbiased Estimator).

Démonstration. Soit b = CY un estimateur linéaire quelconque, avec C' une
matrice K x N déterministe. Posons C' = (X'X)"'X’ + D, ot D mesure
I'écart aux MCO. En substituant le DGP :

b=CY =CXB+ Ce

Pour que b soit sans biais quel que soit 3, il faut E[b) = CXS = 3, donc
CX = IK Or:

CX = (X'X)"'X'+ D) X = Ix + DX

2



La condition de non-biais impose donc DX = 0. La variance de b s’écrit
alors :

Vb = o2 CC"
avec
CC' = (X'X)"'X'+ D) (X(X'X)™ + D)
J— / —1 !/ —1 / !/
= (X'X)'+ (X'X)"Y X'D
=(DX)'=0
/ —1 /
+ Di( (X’X)"'+DD
= (X'X)"'+ DD’
d’ou:

V[b] = 0?(X'X) "' 4+ 6?DD’ = V[b] + 02DD’

La matrice DD’ est semi-définie positive (pour tout vecteur a, a’DD'a =
| D’a|? > 0). Onadonc V[b]—V[b] > 0:1la variance de tout autre estimateur
linéaire sans biais dépasse (au sens des matrices semi-définies positives)
celle des MCO. L'égalité n’est atteinte que si D = 0, c’est-a-dire b = b. Les
MCO sont donc BLUE.

EXERCICE 2. On considére le modele générateur des données :
yi:ﬁl'i+€i7 izl,...,N7

avec z; déterministe non nul, Elg;] = 0, les ¢; indépendantes mais
hétéroscédastiques : V[e;] = o?w;, les poids w; > 0 étant connus.

(1) En minimisant ) _,(y; — bx;)?, la condition du premier ordre donne 1’es-
timateur des MCO :

h— 21111 LiYi
Zi]\il x?
Il est sans biais. En substituant le DGP :
o > xi(Bri + &) > Ti€i
=T TS
et comme les z; sont déterministes et E[¢;] = 0:
; 2. tiltled]
Ebf =8+ =8

L’absence de biais ne dépend pas de 1'hétéroscédasticité : elle tient au ca-
ractere déterministe des régresseurs et a la nullité de 1'espérance des er-
reurs.



> Ti€i

(V[e;] = o*w;, covariances nulles) :

(2) En partant de b — 3 = et en utilisant I'indépendance des erreurs

~ 1

b= ———3 L&y
= i | ]
_ > 7 V[ei] _ o’ > Wi

On remarque que ce n’est plus la formule usuelle 02/ )", z7 : utiliser cette
derniére (comme le ferait un logiciel par défaut) conduirait a une estima-
tion erronée de la variance, et donc a une inférence (tests, intervalles de
confiance) invalide.

(3) Pour détecter 1'hétéroscédasticité, on peut utiliser un test fondé sur les
résidus des MCO ¢; :

— Test de Breusch-Pagan : on régresse les résidus au carré €7 sur les
variables susceptibles d’expliquer la variance (ici z;, 27, ou les w;).
Sous I'hypothese nulle d’homoscédasticité, ces variables ne doivent
rien expliquer; la statistique N R? de cette régression auxiliaire suit
asymptotiquement un x? dont le nombre de degrés de liberté est
le nombre de régresseurs auxiliaires. Une valeur élevée conduit a
rejeter ’homoscédasticité.

— Test de White : méme principe, en ajoutant les carrés et produits
croisés des régresseurs (test plus général, ne présupposant pas la
forme de I'hétéroscédasticité).

— Test de Goldfeld-Quandt : on ordonne les observations selon une
variable soupconnée de gouverner la variance, on estime le modele
séparément sur les deux sous-échantillons extrémes, et I'on com-
pare les variances résiduelles par un test de Fisher.

(4) Non, I'estimateur des MCO n’est pas efficace. Le théoreme de Gauss-
Markov suppose des erreurs sphériques (V[e] = o*Iy). Ici la matrice de
variance-covariance des erreurs vaut V(e| = o? diag(wy, ..., wy) # 0?Iy :
les MCO restent sans biais mais ne sont plus de variance minimale. Il existe
un estimateur linéaire sans biais plus précis, 1'estimateur des moindres
carrés généralisés.

(5) Comme w; > 0, on divise chaque observation par ,/w;. En posant y; =
Yi/ /Wi, Ty = x;/\Jw; et & = €;//w;, le modéle transformé :

Yi=DBTi+¢&




a des erreurs homoscédastiques :

1 .
V ~’L' = — V il = =
&l = Vel === =0
On peut alors appliquer les MCO au modele transformé (Gauss-Markov
s’applique de nouveau) :

b 2Tl )i Tili/ws

MCG — ~ -

Il s’agit de 'estimateur des moindres carrés pondérés (MCP, cas particulier
des MCG pour des erreurs hétéroscédastiques non corrélées) : chaque ob-
servation est pondérée par 1/w;, c’est-a-dire I'inverse de sa variance. Les
observations les plus « bruitées > (grand w;) recoivent un poids plus faible.
(6) Le modele transformé étant homoscédastique de variance o :

~ 02 0'2

V|b = =

D S ST
Ziwixz

Comparons avec V[ = o> 5. En appliquant I'inégalité de Cauchy-

Schwarz avec a; = z;\/w; et ¢; = x;/\/w; :

(54) - (30e) = (3w) (£2)

d’ou
V[I;] — 2 Zz wix? > o2 ZZ wz‘x%
(X2~ Cywad) (3278 /wi)
0'2 A
T

On a donc bien V[B] > V[BMCG], avec égalité si et seulement si les w; sont
tous égaux (homoscédasticité). Ceci confirme que les MCG/MCP sont ef-
ficaces quand les MCO ne le sont pas.
(7) Si les poids w; sont inconnus, deux stratégies :

— MCG réalisables (FGLS) : on spécifie une forme paramétrique

pour la variance, w; = h(z;, 0) (par exemple 67 = ¢%22). On estime

d’abord le modele par les MCO, on récupere les résidus ¢;, on en
déduit une estimation  (en régressant Iné? sur z;, par exemple),
puis on applique les MCP avec les poids estimés ;. L’estimateur
obtenu n’est plus sans biais en échantillon fini (les poids dépendent
des données) mais reste convergent et asymptotiquement efficace.
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— MCO + écarts-types robustes : si 'on ne souhaite pas modéliser
la variance, on conserve l'estimateur des MCO (sans biais et
convergent) mais on corrige ’estimation de sa variance a l'aide de
'estimateur robuste a I'hétéroscédasticité de White :

- szgg?

b = =

ce qui rétablit la validité des tests, au prix d"une perte d’efficacité.
EXERCICE 3. Le (log) salaire de I'individu 7 est généré par :

Yi = Bo + Bz + Bazi + &

ou z; est le nombre d’années d’études, z; le talent (non observé), et ¢;
une erreur i.i.d. centrée non corrélée a z; et z;. Les variables z; et z; sont
aléatoires, centrées, de variances aﬁ, ag, et corrélées : o,, = cov(z;, z;) # 0.
L’économeétre n’observe pas z; et estime y; = by + byx; + ;.

(1) Le talent omis est rejeté dans le terme d’erreur du modéle empirique :

u; = Pazi + €

(le modele empirique < voit > comme une seule perturbation u; la somme
de l'effet du talent et du choc ;).
(2) En utilisant la bilinéarité de la covariance, et le fait que x; est non corrélé
a ;.
cov(z, u;) = cov(zy, Pozi + ;)

= By cov(zy, z;) + cov(x;, €;)

= 52 Oxz 7é 0
(des lors que 32 # 0 et 0,. # 0). Le régresseur z; est donc endogene : il est
corrélé avec l'erreur du modele empirique. La condition d’orthogonalité

étant violée, I'estimateur des MCO de b; est biaisé et non convergent.
(3) L'estimateur des MCO de la pente s’écrit (variables centrées) :

by = % > TiYi

En substituant le DGP y; = 8o+ f1x;+ fP22;+¢; (on travaille sur les variables
centrées, la constante disparait) :
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Par la loi des grands nombres, + >, 27 L o2, = > TiZi L o, et
% > Tigi TN cov(x;,g;) = 0. Par le théoreme de Slutsky :

sz

plimy_, b1 = B1 + B2 o2
Interprétation. L'estimateur des MCO ne converge pas vers [ : il
comporte un biais de variable omise égal a By 0,./0c2. Le terme o,./0? est
précisément le coefficient de la régression du talent z sur les études z : les
MCO attribuent a I’éducation une partie de l'effet du talent. Ici 3, > 0 (le
talent augmente le salaire) et 0,. > 0 (les plus talentueux étudient plus
longtemps) : le biais est positif, on surestime le rendement de I'éducation.

Le biais disparait si 8, = 0 (le talent n’influence pas le salaire) ou si
0. = 0 (talent et études non corrélés) : dans ces cas 1’'omission est sans
conséquence.

(4)On dispose d'une variable g; (I'éducation des parents) telle que
cov(gi, ;) = 04y # 0, cov(g;, z;) = 0 et cov(g;,e;) = 0, donc cov(g;, u;) =
Bacov(gi, z;) + cov(gi,e;) = 0. On peut alors construire l'estimateur des
variables instrumentales, en instrumentant z; par g, :

~>i(9i — @) (i — )
% Zz(g’b - g)(mz - f)

En substituant le DGP (variables centrées) :

VI _
by =

% Zz gil;
% > i 9ii

Par la loi des grands nombres, + >, giu; — cov(g;, u;) = 0 et =3, gz; =
040 7 0, d’ot1 par le théoreme de Slutsky :

lA)\fl =1+

“ 0
Nose 01 =01+ — =05

Ogx

plim

L'estimateur des VI est donc convergent : I'instrument permet d’extraire
la part de la variation des études x; qui est orthogonale au talent omis, et
de restaurer 'identification du rendement de 1’éducation.

(5) Un bon instrument doit satisfaire deux conditions :

— Pertinence : I'instrument doit étre corrélé avec le régresseur en-
dogene, cov(g;, z;) = 04, # 0 (sinon le dénominateur s’annule a la
limite et 'estimateur n’est pas défini). C’est une condition vérifiable
sur les données (force de la premiere étape).
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— Validité (exogénéité) : I'instrument doit étre non corrélé avec l'er-
reur du modele, cov(g;, u;) = 0, donc ici non corrélé a la fois avec le
talent z; et avec ¢;. L’éducation des parents ne doit influencer le sa-
laire de I'individu qu’a travers sa propre éducation (hypothése non
testable en juste identification, a justifier économiquement).

Non, l'estimateur des VI n’est pas sans biais en échantillon fini :
il s’écrit comme un rapport de variables aléatoires b)' = S +
(% > 9wi)/ (% >, 9iw;), et Vespérance d'un rapport n’est pas le rap-
port des espérances (le numérateur et le dénominateur ne sont pas
indépendants). Il est seulement convergent (sans biais asymptotique-
ment) : on renonce a ’absence de biais en petit échantillon pour corriger
I'endogénéité.



