ECONOMETRIE APPROFONDIE

(Eléments de correction)

Mercredi 13 décembre 2023

EXERCICE 1. On suppose que les données sont générées par le modéle sui-
vant :

Vi = 2101+ ... Tkifr + €

ol zy,;, pour k = 1,..., K sont des variables explicatives déterministes,
Bk, pour k = 1,..., K, sont des parametres réels, ¢; une variable aléatoire
centrée de variance o2. (1) On obtient la représentation matricielle de ce
modeéle en concatément (verticalement) les observations. On pose : Y =

(yl,yg,...,yN)l,gz (81,52,...,5]\[)/,5 = (517627"-751() et

T1,1 To1 .. TK,1
x1,2 To2o ... TKp2
Ti,N T2N -.-- TKN

On peut alors réécrire le modéle sous la forme :
Y=X0+¢

(2) Lestimateur des MCO est le vecteur j3 qui minimise la somme des
carrés des résidus :

A

f = argmin(Y’ — XB) (Y —XB)
= arg r?ﬁl}p Y'Y - XY -Y'XB+ X' XS
= arg I?Bl? B'X'XB—-28X"Y
La condition nécessaire d’optimalité est :

2X'X[3 —2X'Y =0



& f=X'X)"' XY
en supposant que la matrice X’ X est inversible (c’est le cas si, comme nous

le supposons habituellement, X est une matrice de rang K). (3) 5 est un
estimateur sans biais de /3. Pour le montrer substituons le DGP dans 1'ex-
pression de l'estimateur :

B=(XX)"" X (XB+e)
= (X'X) 7 X'XB+ (X'X) " Xe
=B+ (X'X) " X'e

En supposant que les variables exogenes sont déterministes (sinon il faut
recourrir au théoreme des espérances itérées), on a donc :

E [5] —B+E [(X’X)_l X’g]
= B+ (X'X) ' X'E¢]
=p
(4) La variance de /3 est définie par V [5} =K {(B —E [5])2} En substi-
tuant I'expression de 3 en fonction de 3 (qui est aussi 'espérance de £), il
vient (en supposant que E [¢;c,] = 0 pour tout i # j)
\ [5] . [(X’X)_lX’g}
= (X'X)' X'V [e] X (
= (X'X) ' X2 Iy X (
=2 (X'X)'X'X (X'X)”
=02 (X'X)"!

x'x)™!
xX'x)™!
1

Sila variance du vecteur ¢ est différente de 021y (autocorrélation ou hétéroscédasticité)
les matrices X'X ne se simplifient plus et on obtient :

Y [ﬁ} — (X'X) XX (X' X)7!

oll X est la matrice de variance covariance de <. (5) L'estimateur des MCO
est une variable aléatoire, i.e. a une variance, car 3 est une fonction linéaire
du vecteur aléatoire ¢.

EXERCICE 2. (1) Vu en cours plusieurs fois. Il faut écrire le prgramme de
minimisation de la somme des carrés des résidus. Ecrire le systeme de

2



deux équations linéaires formé par les CPO associées au programme de
minimisation (les inconnues sont b, et b;. En résolvant le systéme, on trouve :

N -~ _
[;1 i Zi:l (i — 2)(ys — ¥)
= N 4
>ima (@i — T)?
Cet estimateur est sans biais, malgré la présence d’hétéroscédasticité. En

effet, en substituant le modéle générateur des données dans 1'expression
de l'estimateur on a :

N - _
iz (@ — T)(e — &)
N _
> i (@i —T)?
Puisque la variable explicative est déterministe et que ¢ est d’espérance
nulle, on a directement :

61251+

sz\;(xz —z)? 1
(2) En partant de I'expression de 'estimateur en fonction de ;, en exploi-

tant le fait que la variable explicative est déterministe et que les € sont
indépendants, il vient :

E [61] = 61 +

; ] Y@ f)QV[é‘;’]
(s —2))
D )i
(S, —2)

Notons que si z; est constant d"une observation a 1’autre, disons sans perte
de généralité z; = 1, on retrouve bien la variance de l'estimateur des MCO
dans le cadre idéal (chapitre I du cours) en simplifiant les sommes au
numérateur et au dénominateur :

1
Zz]il(xl —7)?

(3) L'estimateur des MCO car les conditions du théoréme de Gauss-Markov
ne sont pas réunies. (4) L'estimateur des MCG est obtenu en appliquant les
MCO a un modele transformé. Si on divise les deux membres de 1’égalité
définissant le processus générateur des données par z;, on obtient :

Y [81} =o?

yi 1 T
==—Fo+ —pB1 +
Zi Zi 2

&
) Zi

)

3



La variance du terme résiduel transformé, n; = ¢;/z; est alors constante :

Vie] _ o222 _ 2

Le modele empirique est donc :

i 1

7 Zi

X
_bl + U;
Zj

On obtient 'estimateur des MCO en minimisant la somme des carrés des
résidus transformé :

2

. 1
(bo, b1> = arg {mln ) Y; — bo — l’ibl
, - ~—_—
i=1 e

L’estimateur des MCG est donc obtenu en minimisant une somme des
carrés pondérés des résidus. Le carré du résidu associé a 1’observation i
est pondéré par 1/27, la pondération est proportionnelle a I'inverse de la
variance du résudu. Un estimateur des MCG donne plus de poids aux
résidus qui ont une variance plus faible (c’est a dire pour lesquels la rela-
tion entre y et x est plus précise). Les conditions du premier ordre sont :

0 = _225\;1
0 = _22?;1 z‘

Yi — i?o - %61

|8 2y

Yi — 50 - xigl

=)

En développant la premiere équation on obtient :

by

¢

b = i~

ou y et & sont des moyennes pondérées des y; et z; :

N N g

o 2im s s
V== 1 T
Zi:l 2 Zi:l Z

En substituant dans la seconde CPO, il vient :

S (i (=) =0

i=1 "t



Notons que l'on a :

N N
1 o ZT; o x o
dopw—0) =) w2 =) S (6 1)
i=1 "~ =1~ i=1 "
Al Nz Vo
— T R) — ¥ Ty g2 fl
_izz;zg(mz ) x;ZZZ—HB ;%2
Al i |
_ Lio oy w2 Y 1
_ZZQ(JUz ) sz2+$ 222
=1 =1 "t =1
Al
S DO
i=1 "1
De la méme facon :
Ny N N oo
Z?(wl_‘%)(yz_g>zzz_;(yz_g)_ ?(yz_g)
i=1 “i i=1 "~ i=1 "
N . N . N
N TR S DI
i=1 “i i=1 " i=1 “i

On peut donc réécrire 1'estimateur b, :

- Z'fil %(yz - gj)(xz - 55)

1= N o
Zz‘:l %(xz —I)?

L’estimateur des MCG ressemble beaucoup a l'estimateur des MCO. Les
seules différences sont les pondérations, 1/2? a la place de 1, et la définition
des moyennes.




(5) Pour démontrer que l'estimateur est sans biais, on suit la démarche ha-
bituelle en substituant le modele générateur des données dans l'expres-
sion de l'estimateur® :

2 Zf\il %(50"‘1'@'51 +ei— PBo— P —&)(x; — T)
1

N 1 o o
SN b8 (@ - )
L, — )2
Zi:l 22 (zi — 7)
L'espérance du second terme est nulle car ¢; est d’espérance nulle et les
termes en z; ou z; sont supposés déterministes et sortent de I'espérance.

Ainsi on a bien E[b;] = £,. (6) Pour calculer la variance de I’estimateur, on
utilise la derniere expression de b :

v (5] = 1 2 Y (xlz;f)ZV[ |
O TSR
RENCEr=T R
Zﬁ;%(%—f? - G
eV [51} = o?

N »
Zi:l %(xz — )

(7) La variance de b; (I’estimateur des MCG) est différente de la variance de
b, (I'estimateur de MCO). Lestimateur des MCG est plus précis (variance
plus faible) par le théoreme de Gauss Markov. Dans le cas précis qui nous
intéresse, on a :

A (S (- 2?)

\%
Vo] ELE e 0 (- 0)

1. En notant que :

Zij\il 712(ﬁ0 + 201 + €) y y
y= - =bo + &by + ¢

N 1




et on veut montrer que ce ratio est inférieur a 1. Pour ce faire, on utilise
l'inégalité de Cauchy-Schwartz qui définit une borne supérieure pour le
produit scalaire de deux vecteurs :

(&) <(54) (5)

En posant u; = z(z; — &) et v; = = (x; — &), il vient :

(Z(mi — &) (z; — 53)) < (Z 22z — x)2) (Z %(w — 5;)2)

i=1 i=1 i=1 "t

1 (ZL 2 (2 — 73)2>

Par ailleurs, on a :

Z(”“” —Z)(; — ) = Z(w — ) ((w; —7) — (I — 7))
& Z(x — &) (z; — &) = Z(m — )2 — (& —12) Z(m —z)
& Z(a: —)(z; — &) = Z(x — )

par définition de la moyenne z. Ainsi, nous avons :

et donc:

EXERCICE 3. (1) On a z} = z; —;, en substituant dans le modele générateur
des données il vient :

yi = Bo+ (z; — 1) + &
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Sy = Bo+ b+ — vif
——
i
Il n’est pas possible d’estimer sans biais 3; par les MCO en régressant
y; sur z; car, par construction, la variable explicative est corrélée avec le
résidu 7, :
cov (x4, 1;) = cov (x4, €;) — Brcov (zi, v;)

= —5103

(2) Lestimateur des MCO de la pente est :

b — 121 (Y — 9)(zi — 7) - 121 i — ) (@ — )

122':1( z; — T)? 1Zi:1( i —T)?

(3)OnaV[z] = V[z*+v| = 02 +02. (4) Par la loi faible des grands nombres,
ona:

N
proba
Nt g T)? 25 02 = o2, + o2
- N—>oo
=1
N
proba
ng — &) —— cov (z,e) =0
- N—o00
_ _ _\ Droba
Nt E (xf — %) (v — V) — cov (z*,v) =0
— N—o00
=
N
proba
§ 2 03
N—>oo

(5) A partir de I'expression de bl, ona:

2 2 2
~ roba o, g, O x
LN R LA} (1——) = Bz

N—oo o + 02 o + 02 o2 + 02

L’estimateur de la pente tend en probabilité vers une valeur inférieure a
B1. On vérifie bien que le bien asymptotoque est nulle si la variance de
I'erreur de mesure est nulle, et que ce biais est d’autant plus grand que les
erreurs de mesures sont grandes.

EXERCICE 4. (1) A I'équilibre, 1'offre est égale a la demande, le prix doit
donc étre tel que :

a+BP+u=v+0FP 4+ v



soit de fagon équivalente :

a—7 Ut — Ut

e AREY:
—— —

np EP,t

I

En substituant le prix d’équilibre dans la fonction de demande, on obtient
la quantité de bien échangée :

e (55 ) o

ad — By | our — B,
0—f 0—f
—_—— —

Hy Ey,t

= Y =

On note que le prix d’équilibre et la quantité de bien échangée sont corrélés
avec les deux chocs structurels. (2) Il est possible d’estimer sans biais les
deux parametres réduits par les MCO. Il s’agit de régresser une variable
sur une constante, on a donc :

T
/lP = Z P,
t=1
et
T
,[Ly = Z Yt
t=1

On ne peut pas déduire les parametres structurels a partir de ces estima-
teurs, puisque nous nous retrouvons avec un systeme de deux équations
(les définitions des parametres réduits) avec quatre inconnues («, 3, 7 et
9). 3)Ona:

2
U — UVt Oy
cov (P, uy) = cov JUp | =

( t t) ( 5— 3 t> 5— 3

car u et v ne sont pas corrélés. La régression de y sur une constante et P

ne permettra pas d’estimer sans biais la pente de la fonction de demande,

car la variable explicative est corrélée avec le résidu. (4) L'expression de
I'estimateur de la pente de la fonction de demande est :

T2 (o —y)(P — P)

- v~ 9)(P
Tt Zt=1(Pt — P)?




soit en substituant le modele générateur des données :

T (w —w)(P ~ P)

b=+ !
1 Zthl(Pt - P)?

le numérateur tend en probabilité vers la covariance entre u et P, le dénominateur
tend en probabilité vers la variance du prix. Cette derniere est donnée par :

1 o+ o2
VI[P] = \Y =2 Y
Bl =G e Tl = G )
On a donc: 55 802 4 502
~ proba 9 - . O'U‘i‘ (o
P PTG T T o

L’estimateur tend en probabilité vers une moyenne, pondérée par les va-
riances des chocs d’offre et de demande, des pentes des fonctions d’offre et
de demande. Il n’est pas possible d’estimer de fagcon convergente la pente
de la fonction de demande (c’est la méme chose pour 1'offre) en régressant
(par les MCO) les quantités échangées sur les prix. On remarque que la li-
mite est d’autant plus proche de 3 que les chocs d’offre sont grands par
rapport aux chocs de demande. Dans ce cas la volatilité des prix s’ex-
plique essentiellement par les chocs d’offre, la fonction de demande ne
<bouge > pas, ce qui diminue I'importance du biais d’endogénéité [FAIRE
UNE REPRESENTATION GRAPHIQUE].
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