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(Éléments de correction)

Mercredi 13 décembre 2023

EXERCICE 1. On suppose que les données
sont générées par le modèle suivant :

yi = x1,iβ1 + . . . xK,iβK + εi

où xk,i, pour k = 1, . . . , K sont des
variables explicatives déterministes, βk,
pour k = 1, . . . , K, sont des pa-
ramètres réels, εi une variable aléatoire
centrée de variance σ2

ε . (1) On obtient la
représentation matricielle de ce modèle en
concatément (verticalement) les observa-
tions. On pose : Y = (y1, y2, . . . , yN)

′, ε =
(ε1, ε2, . . . , εN)

′, β = (β1, β2, . . . , βK) et

X =


x1,1 x2,1 . . . xK,1

x1,2 x2,2 . . . xK,2
...

...
...

x1,N x2,N . . . xK,N


On peut alors réécrire le modèle sous la
forme :

Y = Xβ + ε

(2) L’estimateur des MCO est le vecteur
β̂ qui minimise la somme des carrés des
résidus :

β̂ = argmin
{β}

(Y −Xβ)′(Y −Xβ)

= argmin
{β}

Y ′Y − β′X ′Y − Y ′Xβ + β′X ′Xβ

= argmin
{β}

β′X ′Xβ − 2β′X ′Y

La condition nécessaire d’optimalité est :

2X ′Xβ̂ − 2X ′Y = 0

⇔ β̂ = (X ′X)
−1

X ′Y

en supposant que la matrice X ′X est in-
versible (c’est le cas si, comme nous le
supposons habituellement, X est une ma-
trice de rang K). (3) β̂ est un estimateur
sans biais de β. Pour le montrer substi-
tuons le DGP dans l’expression de l’esti-
mateur :

β̂ = (X ′X)
−1

X ′ (Xβ + ε)

= (X ′X)
−1

X ′Xβ + (X ′X)
−1

X ′ε

= β + (X ′X)
−1

X ′ε

En supposant que les variables exogènes
sont déterministes (sinon il faut recourrir
au théorème des espérances itérées), on a
donc :

E
[
β̂
]
= β + E

[
(X ′X)

−1
X ′ε

]
= β + (X ′X)

−1
X ′E [ε]

= β

(4) La variance de β̂ est définie par

V
[
β̂
]
= E

[(
β̂ − E

[
β̂
])2]

. En substituant



l’expression de β̂ en fonction de β (qui est
aussi l’espérance de β̂), il vient (en suppo-
sant que E [εiεj] = 0 pour tout i ̸= j) :

V
[
β̂
]
= V

[
(X ′X)

−1
X ′ε

]
= (X ′X)

−1
X ′V [ε]X (X ′X)

−1

= (X ′X)
−1

X ′σ2
εINX (X ′X)

−1

= σ2
ε (X

′X)
−1

X ′X (X ′X)
−1

= σ2
ε (X

′X)
−1

Si la variance du vecteur ε est
différente de σ2

εIN (autocorrélation
ou hétéroscédasticité) les matrices X ′X
ne se simplifient plus et on obtient :

V
[
β̂
]
= (X ′X)

−1
X ′ΣX (X ′X)

−1

où Σ est la matrice de variance cova-
riance de ε. (5) L’estimateur des MCO est
une variable aléatoire, i.e. a une variance,
car β̂ est une fonction linéaire du vecteur
aléatoire ε.

EXERCICE 2. On considère le modèle sui-
vant :

yi = µ+ εi

pour i = 1, . . . , N avec µ un paramètre
réel et εi une variable aléatoire réelle
d’espérance nulle et de variance σ2

i avec
E [εiεj] = 0 si i ̸= j. On suppose que
limN→∞ N−1

∑N
i=1 σ

2
i = σ̄2 < ∞. Le

modèle empirique est :

yi = a+ ui

(1) On montre facilement que l’estimateur
des MCO de a est la moyenne des yi. Le
modèle peut s’écrire sous forme matri-
cielle :

Y = Xa+ U

avec Y = (y1, y2, . . . , yN)
′, U =

(u1, u2, . . . , uN)
′ et X = (1, 1, . . . , 1)′

un vecteur N × 1. K’estimateur des MCO
est :

âMCO = (X ′X)−1X ′Y

= N−1

N∑
i=1

yi = ȳ

(2) L’espérance âMCO, en substituant le pro-
cessus générateur des données, est :

E [âMCO] = N−1

N∑
i=1

E[µ+ εi]

= N−1Nµ+ 0 = µ

âMCO est donc un estimateur sans biais de
µ. (3) On suit la même démarche pour le
calcul de la variance de âMCO

1. On a :

V [âMCO] = N−2E

[
N∑
i=1

N∑
j=1

εiεj

]

= N−2

N∑
i=1

N∑
j=1

E [εiεj]

comme les εi sont non corrélés, il vient :

V [âMCO] = N−2

N∑
i=1

σ2
i

=
σ̄2

N

(4) La variance de âMCO tend vers 0 quand
N tend vers l’infini, l’estimateur tend
donc, par la loi des frands nombres, en
probabilité vers son espérance :

âMCO
proba−−−→
N→∞

µ

1. En retenant de la question 2 que âMCO =

µ + N−1
∑N

i=1 et donc que âMCO − E [âMCO] =

N−1
∑N

i=1 εi.
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(5) Cet estimateur sans biais n’est pas
efficace car la variance des résidus
est spécifique à chaque observation
(problème d’hétéroscédasticité). (6) De
façon générale, l’estimateur des MCG est
défini par :

âMCG =
(
X ′Σ−1X

)−1
X ′Σ−1Y

où Σ est la variance du vecteur ε :

Σ =


σ2
1 0 0 . . . 0
0 σ2

2 0 . . . 0
... . . . ...
... . . . ...
0 . . . 0 σ2

N


On a donc :

âMCG =

(
1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ · · ·+ 1

σ2
N

)−1(
y1
σ2
1

+
y2
σ2
2

+ · · ·+ yN
σ2
N

)

Il s’agit d’un estimateur sans biais de µ.
En effet :

E [âMCG] =

(
1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ · · ·+ 1

σ2
N

)−1 N∑
i=1

E[yi]
σ2
i

=

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−1 N∑
i=1

µ

σ2
i

= µ

(7) Pour calculer la variance de âMCG on
peut partir de la forumule obtenue en
cours, (X ′Σ−1X)

−1, ou du cas particulier

étudié ici :

V [âMCG] = E
[
(âMCG − µ)2

]
=

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−2

E

( N∑
i=1

εi
σ2
i

)2


=

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−2

E

[
N∑
i=1

N∑
j=1

εi
σ2
i

εj
σ2
j

]

=

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−2

E

[
N∑
i=1

ε2i
σ4
i

]

=

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−2 N∑
i=1

1

σ2
i

=

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−1

(8) La variance de âMCO est plus grande
que celle de âMCG. En effet :

V [âMCO] > V [âMCO]

⇔ σ̄2

N
>

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−1

⇔ σ̄2 > N

(
N∑
i=1

1

σ2
i

)−1

On reconnaı̂t gauche une moyenne
arithmétique et à droite une moyenne
harmonique. La moyenne harmonique
est toujours plus petite que la moyenne
arithmétique (voir le rappel). Donc la va-
riance de l’estimateur des MCO est plus
grande que la variance de l’estimateur des
MCG. Comme la variance de l’estimateur
des MCO converge vers 0 quand N tend
vers l’infini, la variance de l’estimateur
des MCG converge nécessairement vers
0 quand N tend vers l’infini, et donc
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l’estimateur des MCG converge aussi en
probabilité vers µ.
RAPPEL Soient α1, . . . , αn des nombres réels
positifs, alors la moyenne arithmétique des αi

est plus grande que la moyenne harmonique
des αi :

α1 + . . .+ αn

n
>

n
1
α1

+ . . .+ 1
αn

EXERCICE 3. Soit le modèle :

yt = βxt + εt

avec β un paramètre réel et

εt = φ1εt−1 + φ2εt−2 + νt

où νt est une variable aléatoire centrée de
variance σ2

ν et les paramètres réels φ1, φ2

sont tels que les moments d’ordre 2 (la
variance et la fonction d’autocorrélation)
de εt sont bien définis. On peut montrer,
cela fera l’objet d’un cours au second se-
mestre que la fonction d’autocorrélation
de ε, ρ(k), est non nulle est tend vers zero
quand k tend vers l’infini (la corrélation
entre εt et εt−k se rapproche de zéro quand
k devient assez grand). On suppose que
les valeurs de φ1 et φ2 sont connues.
(1) des MCO pour β n’est pas un estima-
teur efficace car les résidus du modèle
sont autocorrélés. (2) On pose ỹt = yt −
φ1yt−1−φ2yt−2 et x̃t = xt−φ1xt−1−φ2xt−2.
En utilisant la définition de y on a :

yt−1 = βxt−1 + εt−1

et
yt−2 = βxt−2 + εt−2

ainsi :

ỹt = yt − φ1yt−1 − φ2yt−2

⇔ ỹt = βxt+εt−βφ1xt−1−φεt−1−βφ2xt−2−φ2εt−2

⇔ ỹt = βx̃t + εt − φ1εt−1 − φ2εt−2

⇔ ỹt = βx̃t + νt

Ici l’estimateur est efficace car νt
n’est pas autocorrélé (il n’y a pas
d’hétéroscédasticité car la variance
est constante, elle ne dépend pas de t).
(3) Il s’agit d’un estimateur des MCG.
(4) Si les paramètres φ1 et φ2 ne sont pas
connus, on peut les estimer dans une
première étape. En estimant le modèle
original, par les MCO on récupère les
résidus estimés et on estime le modèle
autorégressif :

ε̂t = φ1ε̂t−1 + φ2ε̂t−2 + νt

On utilise alors φ̂1 et φ̂2 pour transformer
les données comme décrit plus haut. On
peut reprendre la procédure plusierus fois
tant que les estimations pour β et les pa-
ramètres φ1 et φ2 changent.

4


