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Régresseurs aléatoires

» Dans les chapitres | et Il, nous avons supposé que les variables
explicatives, X, sont détermnistes.

» Cette hypothése n'est généralement pas raisonnable.

» Exemple Si le modéle est : y; = pys—1 + €+ ol € est une variable
aléatoire normale (AR(1)).

» Méme si la condition initiale, yg, est déterministe, la variable y est
clairement aléatoire (3 gauche, comme d'habitude, mais aussi a
droite).

» Quelles sont les conségences pour l'inférence ?
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Erreurs de mesure

» Supposons que le DGP soit y = X*3 + ¢, ol les conditions idéales
sont vérifiées et ot la matrice des régresseurs X* est déterministe.

» Supposons que les variables explicatives soient mesurées avec des
erreurs, on observe seulement X = X* + 1, ol 7 est une variable
aléatoire (centrée).

> Les variables explicatives sont observées a un aléa prés = Les
variables explicatives, X, considérées par |'économétre sont
aléatoires.

» Est-il possible d'obtenir une estimation sans biais de 3 en régressant
y sur X 7 Convergente 7 Quelles sont les propriétés de |'estimateur
des MCO ?

» Ici la variable explicative est aléatoire, on verra que cela biaise
|"estimation car elle est corrélée avec |'erreur du modéle.
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Double causalité

» Supposons que |'on s'intéresse a |'effet du revenu sur la santé dans
une population. On considére le modéle :

Santé; = By + [S1Revenu; + u;

» Les individus les plus riches mangent mieux et vivent dans de
meilleurs environnements — 5, > 0

» Mais une meilleure santé accroit la productivité des individus, on
peut donc lire |la causalité dans I'autre sens, avec par exemple un
modeéle de la forme :

Revenu; = ag + a1 Santé; + v;

avec a1 > 0.

» Cette double causalité induit une corrélation entre le revenu de
I'individu 7 et u;. = On verra que cela biaise |'estimation de (3 par
les MCO dans le premier modéle.
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En substituant la seconde équation dans la premiére (on élimine le revenu), on
obtient :
Santé; = Bo + B1 (o + 1Santé; + v;) + u;
B + f1a v; Uj
& Santé; = Bo + Brao B1vi i
1-=Bra1  1=pin  1-piaa

En substituant dans la seconde equation :

Bo + Biag <1+ a1$1 )vi L
1= praa 1—ai1p 1—ai1p
Bo + Brao V4 QU

1—-pian 1—ai1p 1—aip

La corrélation entre revenu et le terme d’erreur dans le premier modéle est donc
non nulle:

Revenu; = ag + a1

< Revenu; = ag + a1

2
aro
corr (Revenu;, u;) = — %
1-—p

en supposant que u; et v; sont non corrélés.

Clairement les deux variables considérée ici (le revenu et la santé) sont
aléatoires. C'est la corrélation, dans le premier modéle, entre le revenu et le
terme d'erreur qui va biaiser I'estimateur de ;.

Si une personne est en meilleure santé pour des raisons non observées (captées
par u;), cette meilleure santé accroit aussi son revenu, le revenu observé est
donc corrélé au terme d’erreur.
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Le modéle de la Nature

y=XB+¢
> €N/V(O,O'§IT)

» X est une matrice aléatoire T' x K

> X'X proba

T Q est une finie et de plein rang.
T—o0

> Les régresseurs sont linéairement indépendants avec probabilité 1.

» Les colonnes de X ne sont pas nécessairement toutes aléatoire
(constante).

» Probléeme: Le modéle est incomplet puisque nous ne disons rien de
la loi de X.
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Cas 1: X et ¢ indépendants

» La distribution de € conditionnelle 3 X est identique a sa
distribution marginale.

> £|X ~ #(0,02Ir)

» Tous les résultats du Chapitre 1 sont valides conditionnellement a
X.

» | 'estimateur MCO conserve ses propriétés désirables.

> Les tests usuels restent valides (conditionnellement a X)

Intuition: En conditionnant sur X, on le traite les variables explicatives
comme non-stochastiques. L'indépendance garantit que la valeur
particuliére de X soit sans conséquence.
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Limites des énoncés conditionnels

» Si X et ¢ sont tous deux stochastiques, |'utilité d'énoncés
conditionnels sur X est limitée.

» Pour faire des inférences non conditionnelles, il faut connaitre la
distribution de X (difficile).

» Si xy; sont iid et si E[xye,] existe (nul), alors la loi des grands
nombres s'applique :

T
1 proba .
sztigt’f—)—oo>0 (121,2,...7[()
t=1
Cela assure la convergence de I'estimateur des MCO.

Les x4; peuvent ne pas étre iid, et E[x4;e¢] peut ne pas exister !
On ne peut alors rien dire de la convergence de I'estimateur des
MCO.
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Distribution asymptotique

Probléme:
» On ne peut pas garantir que B sera asymptotiquement normal

> Les théoremes de limite centrale ne s'appliquent pas directement car
[ est une combinaison non-linéaire de X et ¢

» La non-linéarité vient de l'inversion de X’'X

Sans information sur la distribution de X:

» Tests d'hypothéses valides impossibles, méme asymptotiquement
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Cas 2: Corrélation entre X et ¢

/

A X
plim 8 = 8 + plim TE

75

= B est inconsistant
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3.3 Variables Instrumentales: Le probleme

Contexte:
y=Xp+¢

Probléme: L
lim=X' 0
plim— X'e #*

= L'estimateur MCO 3 = (X'X)~' X'y est inconsistant

Solution: Trouver des instruments Z qui remplacent X dans la
construction de I'estimateur
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Théoreme principal

Théoréme 1
Supposons qu'il existe un ensemble de variables Z tel que:
1. Qzx = plimsZ'X est finie et non-singuliére
/E d
2. Z—ﬁ = N(0, )

Alors ['estimateur }
B=(2'X)"Z"y

est consistant, et la distribution asymptotique de \/T(B — ) est:

N (0,Qzx¥(Q%x)7")

©@®® 4afe3df6 — Décembre 1, 2025


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/econometrics/blob/4fe3df6b437b5c306f966c033f38544b127b40f2/cours/chapitre-3.tex

Preuve: Consistance

Preuve de la consistance:
On a: }
B=(ZX)"2'y=(Z'X)""Z'(XB +e¢)

=B+ (Z2'X)'7Z¢

Donc: ,

.= _ . e
pllmﬁ:ﬂ+QZ}(~pllmT

Puisque % a une distribution asymptotique bien définie, nécessairement:

Z'e
li =0
plim —

D'ou: plim3 =3 O
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Preuve: Distribution asymptotique

Distribution asymptotique:

On a: X
~ Z'X\  Ze
o-a-(2
Puisque:
> Z2 5 N(0, )
> ZX D Qux

Par le theoreme de Slutsky:

VI(B - B) % N (0,075 0(Qyx) ™)
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Définitions et remarques

Définition.
L'estimateur 3 = (Z'X)~'Z'y est appelé estimateur par variables
instrumentales (1V) de 5. La matrice Z est I'ensemble des instruments pour X.J

Remarque.

Le cas typique est celui ou:

Z'e

i> N(O, Uzsz)

3

ot Qzz =plim+2'Z
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Exemple: Offre et demande (simultanéité)

Modéle de marché:
Demande (consommateurs):

QtD:OKO+Oé1Pt+Oé2Rt+Ut

ol R; est le revenu des consommateurs, o < 0
Offre (producteurs):

Q; = Bo+ BiPi + BaWi + vy
ou W; est le colit des inputs, 51 >0
Equilibre:
QF =Q) =Q:

Probléme: Le prix P; est endogéne (déterminé simultanément avec ;)
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Exemple (suite): Prix d'équilibre
Résolution du systéme:
A I'équilibre, QP = Q7:
ag+ a1 Py + Ry +up = Bo + 1P+ B Wi + vy

Le prix d'équilibre est:

(Bo — ag) + oWy — aa Ry + (ve — wy)

Pt:

o1 — B
Observation cruciale:
2
Ve — Ut —0
E[P -u| =E cup | = Y 0
[t t} [04151 t} 011*517é

= Le prix est corrélé avec |'erreur de demande!
= MCO sur I'équation de demande est inconsistant
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Exemple (suite): Estimation par VI

Objectif: Estimer I'équation de demande
Qi =ao+ar1Pr + as Ry +uy
Instruments pour P;:
Zt = (17Rt7 Wt)/
Justification:
> W, (codt des inputs) affecte I'offre mais pas directement la demande
> TV, est corrélé avec P, (via I'équation d’offre)

» TV, n'est pas corrélé avec u; (erreur de demande)

» R; (revenu) peut é&tre utilisé comme instrument pour lui-méme
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Exemple (suite): Vérification des conditions

Conditions du théoréme IV:
1. Pertinence: Qzx = pIim%Z’X finie et non-singuliére
> X = (17Pt7Rt)v Z = (17Rt7Wt)
> W, est corrélé avec P; via I'équation d'offre
» Si Var(W:) > 0 et B2 # 0, alors Qzx est non-singuliére

L e 7y d
2. Exogénéité: Z—\/%‘ — N(0,7)
» Supposons que (R:, W;) sont stationnaires avec moments finis
> Supposons que u; est iid N(0,02) et indépendant de (Rs, W) pour
tout ¢, s
» Alors par un TCL pour processus stochastiques:

T
1
7= S Zur 5 N(0,02Qz2)
t=1

ot Qzz = plim+ S 77
= L'estimateur IV & = (Z'X)~1Z'Q) est consistant

©@®® 4afe3df6 — Décembre 1, 2025


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/econometrics/blob/4fe3df6b437b5c306f966c033f38544b127b40f2/cours/chapitre-3.tex

Exemple (suite): Pourquoi ces conditions sur Z7

Question: Pourquoi avons-nous besoin d'hypothéses sur (R;, W}) pour
appliquer le TCL?

Réponse: Le TCL s'applique a la somme ﬁ Zthl A

» Méme si u; est iid, le produit Z;u; est stochastique

» Pour que le TCL s'applique, il faut que:

1. E[Ziu:] = 0 (exogénéité des instruments)
2. Var(Zyu) < oo (nécessite moments finis de Z;)

3. La LGN s’applique a % S Z,Zjui (stationnarité)
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Exemple (suite): Ce qui peut mal tourner

Ce qui peut mal tourner sans conditions sur Z:
1. Variance infinie: Si Z; a des queues trop épaisses
» Var(Z,u:) peut ne pas exister
» Le TCL ne s'applique pas
2. Dépendance temporelle: Si Z; est trés persistant

» Les Z:u; ne sont pas "suffisamment indépendants"
» La normalisation par /T peut étre incorrecte

3. Non-stationnarité: Si Var(Z;) croit avec ¢
> Qzz = plimL > Z:Z{ peut ne pas exister
» La distribution asymptotique est mal définie

Conclusion: Les conditions sur Z garantissent que la somme > Z,u; se
comporte "réguliérement"
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Mise en garde importante

Erreur courante dans la littérature:

» On affirme parfois que si Qzx est finie et non-singuliére et si:
1
lim=Z's =0
PImT

alors (3 est consistant et v/T'(3 — 3) 4, N(0,0%2Q,5Qzx(Q%x)™Y)

FAUX!
» La consistance est vraie

» Mais I'énoncé sur la distribution asymptotique est faux

> Raison: plim#.Z’e = 0 n'implique pas que % 4, N(0,02Qzz)
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Difficulté de vérification

Probléme pratique:
Il est clairement plus facile de vérifier:

1
pIimTZ’s =0

que de vérifier:

/
£ L . . . Lo
—— a une distribution asymptotique bien définie

VT

Question naturelle: Existe-t-il des conditions suffisantes facilement
vérifiables?

Réponse: Si Z est non-stochastique et Q77 = pIim%Z’Z est finie, c'est
suffisant.

Mais: Si Z est stochastique, c'est compliqué. Les conditions suffisantes
qui existent sont trop exigeantes pour étre vraiment utiles.
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Conditions fortes (mais insuffisantes)

Tentative de condition: Les observations Z; sont iid et indépendantes
de toutes les observations sur e

Mais méme cela ne suffit pas!
Contre-exemple: Reprenons |'exemple de la Section 3.1 ou:

1

Zy = —
t X,

avec X; iid N(0,0%) et indépendant de ¢.
» Les Z; sont aussi iid et indépendants de ¢
» Mais: Z;e; a une distribution de Cauchy (dont la moyenne n’existe
pas)
» Donc % 23;1 Zyey aussi

On n'a méme pas pIim%Z’a =0

v

Z'e

» Encore moins une distribution asymptotique bien définie pour e
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3.4 Erreurs de Mesure: Le modéle

Modéle de régression linéaire simple:
Yt = o+ Pry + &

Probléme: y et x sont observés avec erreur
Variables observées:

Yr =y + v =a+ o+ (e +vp)

Ty =x + U
Forme alternative:
Yy = o+ Baf + (¢ + vy — Puy)

Observation: La perturbation composée dépend de x} via u;!
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Théoréme d'inconsistance

Théoréme 2

Considérons le modéle ci-dessus, ou €, vy, u; et x; sont tous
indépendants entre eux, et sont de plus iid comme N(0,02), N(0,02),
N(0,02) et N(u,02) respectivement.

Alors I'estimateur MCO B de 3 est inconsistant tant que o2 #£0, et:

2
_ 92

2 2
s +o;

plim 3 = 3

Biais: plim 8 < 3 (en valeur absolue)
C'est un biais d’atténuation vers zéro.
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Preuve du théoréme

Preuve:
L'estimateur MCO de S est:

dopler —x )y — ") (UT) 3o (f — &) (e + v — Bur)

B: * = - * Tk
doilar —x%)? (1/T) 3y (af — z%)?
Puisque x} = x¢ + uy, sous les hypothéses:
PllmT Z )(et + v¢ — Buy) = —fo,

pIimT Z(xf -7 =02402
t

D'ou:
o2 o2

plim 3 = 3

2+0-2
0
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La mesure de y ne pose pas de probléme

Remarque.

C'est |'erreur de mesure sur x qui cause le probléme.
L'erreur v; sur y est indistinguable de la perturbation habituelle ¢;.
Pour le reste de cette section, on incorporera donc &; dans v;.

Simplification:
On considére désormais:

Y = yr v = o+ Bag +
Ty =x + uy
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Lien avec les variables instrumentales

Question: Peut-on utiliser un estimateur IV pour corriger I'erreur de
mesure?

Réponse: Ouil L'erreur de mesure est un cas particulier d'endogénéité.

Rappel du probléme:

Yt =+ Bry + vy
Ty = x4+ up
=y =a+ By + (v — Puy)
—_———
erreur composée

Corrélation: Cov(x}, vy — Buy) = —Bo2 #0

= Probléme d’endogénéité classique, ou x} est corrélé avec |'erreur!
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Variables instrumentales pour erreurs de mesure

Solution IV: Trouver un instrument Z; tel que:

1. Pertinence: Z; corrélé avec z; (ou z7)
Cov(Zi,x¢) #0
2. Exogénéité: Z; non corrélé avec les erreurs u; et v;

Cov(Z,us) =0 et Cov(Zt,v) =0

Exemples d’instruments possibles:
» Mesures multiples: Si on a deux mesures indépendantes de
> :cgl) =x + ugl) et J:Ez) =x: + u§2)
» On peut utiliser arg?') comme instrument pour a:gl)
> Si ui” 1 u§2), alors Cov(:rf),ugl)) =0
» Variables liées: Une variable Z; qui affecte x; mais pas directement
Yt
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Exemple: Mesures multiples

Exemple concret: Mesure du revenu avec erreur

» Modele: Consommation; = a + SRevenu; + vy

» Probléme: Le revenu est mesuré avec erreur

(1) (1)

= Revenu; + u;
» Enquéte auprés des ménages: Revenu( ) = Revenu; + u

» Déclaration fiscale: Revenu,
(2)

> Siuy (1) ot u( ) sont des erreurs de mesure indépendantes:

> Utiliser Revenu( ) (1)

» Ou vice-versa

comme instrument pour Revenu;

Estimateur 1V:

>, < 2 2@y, — )
Y (@ — @) 2V — z)

Cet estimateur est consistant pour 3!

b=
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