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Les conditions idéales

Dans le chapitre précédent, nous avons supposé que :

> Les erreurs sont centrées, jie Ele] = 0.
» Le modéle empirique est bien spécifié.
> Les erreurs sont normalement distruées.
» La matrice X est de plein rang colonne.

» Les erreurs sont homoscédastiques et non autocorrélées, ie
V[E] = O’?IT.

= Comment se comporte |'estimateur des MCO si ces conditions ne sont
pas réunies ?
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Erreurs non centrées, |

Proposition 1

Supposons que E [e] = £ # 0, alors :
1. E [6} = B+ (X'X)1 X'

~ ba ’
2. b =5 ~! lim 2
T—o00 5 * Q T—o00 T

» Les colonnes de X sont linéairement indépendantes = X'€ = 0 ssi

£E=0.
> b est un estimateur sans biais de B ssi £ =0.

> Remarque: A priori ¢ est different de 12 (1 1 ... 1)
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Preuve de la proposition 1. Supposons que € = v + £ ol v est un vecteur gaussien
d’espérance nulle et de variance o2Ir. En substituant le DGP dans |'espression de
I'estimateur des MCO, il vient :

br = (X'X)"'X' (Xp+£+v)
=8+ (X' X)'X'e+ (X' X)" xv
En prenant |'espérance, on obtient directement :
E[B] = 8+ (X'X)"1 X

puisque le vecteur v est d'espérance nulle. On a aussi :

’

/
X
¥ p+Q7" lim £+Q’1 plim =2

T T— o0

A proba

’
On peut montrer que le dernier terme est nul. En effet E [%] =0et

X' 2X'X
v { ”} T 5 0xQ=0
T T T T—oo
Ainsi nous avons bien : x'e
~ ba
b =X 1
T '8 + Q B;noo T

C.Q.F.D.
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Erreurs non centrées, |l

Proposition 2

Supposons que E [e] = & # 0, alors :
1. E[s2] = o2 + &8

proba . 4
2. 82 P25 02+ lim 26
T—o0 T—o00

oo M =T—X(X'X)"1X".

> CME=EE-EX(X'X)TLX'E >0, car M est semi-définie positive.
» |'estimateur est sans biais ssi £ = 0.

» s2 sur-estime la variance des erreurs.
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Preuve de la proposition 2. Supposons que € = v + £ ol v est un vecteur gaussien
d’espérance nulle et de variance o2I7. Il vient :

5 €'Me
S

T-K
_ @+ M@p+¢
N T—-K
_ v' My . &' M¢ +21/’M5

T-K T-K T-K
En prenant I'espérance, on obtient directement (puisque v est centré et £ déterministe) :

E[s?] = o? + M8

o; +
¢ T-K
On a aussi : , ,
M M
52‘&1’30§+1im£ £+2p|im7,/ 3
T— o0 T—r o0 T— 00

Si ¢’ M¢/T converge vers un nombre fini, ce que nous supposons, alors le dernier terme
doit étre nul. En effet, nous avons :

E {V’Mg} -0
T

et

v [V'Ms} _pfMe

= 0, —
T £ T2 Tooo

car la convergence vers un nombre fini de & M&/T implique la convergence vers 0 de
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€'M¢g/T2 quand T tend vers I'infini. Ainsi ¥"M&/T converge bien en probabilité vers
0. C.Q.F.D.

Conclusion. En toute généralité, si les erreurs ne sont pas centrées, il n'est pas possible
d’obtenir une estimation sans biais des paramétres. La convergence en probabilité de
b vers 3, méme si 'estimateur est biaisé, est assurée si et seulement si la condition
lim XT,E =
T—oc0
les estimateurs mais aussi les tests présentés dans le chapitre |.

0 est satisfaite. La présence d'erreurs non centrées n'affecte pas seulement
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Erreurs non centrées, ||

Proposition 3

On considére le DGP et le modéle empirique partitionnés suivants :
y=X181 +XoB2 +¢€

Yy :lel +X2b2 + €

avec (X1 X3) =X, Xy une matrice T x Ky, X5 une matrice T x K,
K = K1 + K. Le DGP vérifie I'ensemble des conditions idéales assurant
les bonnes propriétés de I'estimateur des MCO, sauf I'espérance des
erreurs qui satisfait E [e] = X17 od y est un vecteur de paramétres

K, x 1 (I'espérance de € est une combinaison linéaire des colonnes de

X1). Alors bo est un estimateur sans biais et convergent de 33, s2 est un

estimateur sans biais et convergent de o2, et E [f)l} =61 +7.
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Erreurs non centrées, IV

» La portée de la proposition 3 peut sembler relativement limitée. . .

» Mais : Si le modeéle contient une constante (disons X se réduit a
une colonne de 1) et si E[¢;] = E[e;] = ¢ pour tout
(i,5) € {1,...,T}? alors I'estimation des paramétres de pentes (les
paramétres associés aux variables explicatives non constantes) est
sans biais et convergente.

= La non nullité des erreurs n'est pas un probléme si le modéle
contient une constante.

Il n'est alors pas possible d'identifier la constante et I'espérance des
erreurs.
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Preuve de la proposition 3. On sait que :
E [B] =B+ (X' X)X
En substituant |'expression de £ :
E[B] = 8+ (X'X)7' X X1v
En reprenant la partition :
6] (3) - (% %) i)
On peut montrer que :

XX X|X2\ 7"
X)X, XX

XIX1 X{X\ T /x(x:\ (A
X,X1  X5Xo X,x1) T \B

s'écrit de fagon équivalente :
XIX, X!Xa\ (A\ _ [(X|X:
X,X: XhXo)\B) T \X,x,

XinAJrXiXQB = Xin
XéXlA + XéX2B = XéXl

En effet :

soit :
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on doit donc avoir A = I et B = 0. L'espérance del’estimateur est donc :
~ + fy
E [b] = A
( B2
L’estimateur 132 est aussi convergent :

plimb = 8+ Aim (X X)T1X' X1y + plim (X' X)"1X'v

T — o0 T — o0

—6+( )+Q plim =~

T— o0
_ (Bt~
B2
car X'v/T converge en probabilité vers 0. On montre facilement que le biais de s2 est
nul. En effet, le biais (voir la proposition 2) est proportionnel a :
EME=~"X]MX1y

Puisque M X = 0, a fortiori on doit avoir M X1 = 0 et donc un biais nul. On montre
tout aussi facilement que cet estimateur est convergent. C.Q.F.D.
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Mauvaise spécification du modeéle empirique, |

» Le modele empirique peut étre différent du modéle générateur des
données. Par exemple, si des variables explicatives sont omises.

» Supposons que le modéle générateur des données soit :
y=Xi1p1+Xof2+¢

ou € est un vecteur aléatoire normal T x 1 d'espérance nulle et de
variance a?IT, y un vecteur T' x 1, X7 et X5 respectivement des
matrices déterministes T' x Kq et T' x K>, 31 et By respectivement
des vecteurs de paramétres K1 x 1 et Ko x 1.

» Le modéle empirique est :
y =X1by +¢€

= les variables X5 sont omises.
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Mauvaise spécification du modéle empirique, ||

» |l n'est évidemment pas possible d'estimer (35...
» Est-il possible d'estimer 3; ? 02 ?

> A priori non, car les variables omises contaminent les erreurs (€) qui
n'ont plus les bonnes propriétés.

> En comparant les deux modeles, on comprend que € = ¢ + X3 /.
Les propriétés de by ou s? doivent dépendre de X50s...
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Mauvaise spécification du modeéle empirique, Il
Proposition 4
Soit le modéle générateur des données :
y=X181 + XoB2 +¢€
satisfaisant toutes les conditions idéales. On estime le modéle :
y = X1b: +e¢

par les MCO. On note by et s les estimateurs de by et o2, on a :
L E[by] = f1 + (X1 X1) "' X X200,

—1
~  proba . XX . X1 X
2. by — p1+ lim (%) lim =425y
T—o0 T—o0 T—o0

3. E[s2] = o2 4 XM Xet

proba .
4. s2 X ag + lim
T— o0 T—

Ba XM XoBs
. T

avec M1 =1- Xl(X{Xl)_lX{

V.
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Mauvaise spécification du modéle empirique, IV
» Comme X est de plein rang colonne, 3 2 # 0 tel que X583, = 0.
» Les estimateurs ne sont pas biaisés si 8o = 0.
> Les estimateurs ne sont pas biaisés si X{ X5 = 0.

= Si les variables omises ne sont pas corrélées avec les variables incluses
dans le modéle empirique, alors les estimateurs ne sont pas biaisés.

» Dans ce cas X'X est une matrice bloc diagonale avec X{X; et
X4 X5 le long de la diagonale. Ainsi :

b= (X1 Xx1)™ 0 Xiy\ _ ((Xi1X)7'Xiy) _ (b

0 (X5X2)~! ) \ Xy (X5X2) "' X5y by
Les estimations du modéle mal spécifié et du modéle bien spécifié
sont identiques.
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Non normalité des erreurs, |

» On suppose que E ;] =0, V]g,] =02 et e, L e (s #t) pour tout
t=1,...,T, mais que £ n'est pas normalement distribué.

> b et s2 sont toujours sans biais, le théoréeme de Gauss-Markov reste
valide (puisque sa démonstration ne fait pas appel a la normalité des
erreurs).

> Mais b n’est plus normalement distribué, s2 ne suit plus une loi du
khi-deux.

> Les tests développés dans le chapitre | ne sont plus valides.

» Neéamoins, un théoréme de la limite centrale peut étre utilisé pour
établir la normalité asymptotique de b, et pour obtenir les
distributions asymptotiques des tests présentés dans le chapitre |.
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Théoreme central limite (version simple)

Soit X1, X5,..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées (iid) avec une espérance y et une variance o>
finies.

Enoncé : Lorsque n tend vers I'infini, la moyenne empirique
X = 15" X, converge en distribution vers une loi normale :

T n

0.2

Xim/l/(,u,;) ou valX —p) L #(0,02)

Interprétation : Peu importe la distribution initiale des X;, la
distribution de la moyenne X approche celle d'une loi normale a mesure
que le nombre d'observations augmente.
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Théoreme 1 (TCL i.i.d. via transformée de Laplace)

Soient (X;);>1 i.i.d. avec E[X;] = p < 00, V(X;) = 02 < 0o et supposons qu'il existe
to > 0 tel que Mx, (t) = E(e!*1) < co pour |t| < tg. Notons S = 37| X; et
Zn = (Sn —np)/(oy/n), on a Z, = #(0,1).

Preuve du théoréme 1. Notons K (t) = log Mx, (t). Comme M, existe prés de 0 et
E[X1] = i, V[X1] =02, on a

K(t) = pt+ 20%t* +o(t?) (t—0).
La fonction génératrice des moments de Z,, est, pour |t| assez petit,

Mz, (t) = (e7/VD My, (7))

d'ou

log Mz, (t) = n(K(ﬁ) - U%) = n(%a2% +o(1/n)) = %tg + o(1).

— 2 .. N
Ainsi Mz, (t) — €t /2 lorsque n — oo pour t dans un voisinage de 0 et on reconnait
la transformée de Laplace de la loi normale centrée réduite. Par unicité de la loi donnée
par la fonction génératrice des moments, Z,, = 4#/(0,1).

Si la fonction génératrice des moments n’est pas finie, une preuve plus générale consiste
a utiliser la fonction caractéristique.
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Multicolinéarité, |

» Si la matrice X n’est pas de plein rang colonne, |'estimateur des
MCO n'est pas défini.

= Retirer une ou des variables explicative(s).

» Un probléme plus intéressant est le cas de la colinéarité approchée
des régresseurs.

> La matrice X'X est alors proche d'étre singuliére (au moins une
valeur propre est proche de zéro) :

> Probléme numérique dans le calcul de (X'X)™!

> Faible précision de |'estimateur des MCO
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Multicolinéarité, Il

» Considérons le cas d'un modéle linéaire avec deux variables
explicatives. Le DGP est :

y=Xf+e
et le modéle empirique :
y=Xb+e

ol X est une matrice T' X 2, y une vecteur T' x 1, € un vecteur
aléatoire T x 1 tel que E[e] = 0 et V[e] = 0?Ir, B un vecteur 2 x 1.

» On suppose que la matrice des régresseurs est telle que :

1 1 p
—X'X =
T (p 1)

ol p €] — 1, 1] est la corrélation entre les deux régresseurs.
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Multicolinéarite, |1l

» La variance de |'estimateur des MCO est alors :
2 -1 2 _
VIb] = o (1 p _ o p 1
T \p 1 TA-p)\ 1 —p

» La variance est d'autant plus grande, I'estimateur est d’autant moins
précis, que la corrélation est proche de 1.

» Comme toujours, elle est aussi d’autant plus grande que |'échantillon
est petit — la colinéarité approchée peut étre compensée par la
taille de I'échantillon !

» Si les variables sont trés corrélées, il faut beaucoup plus
d'observations pour distinquer les effets respectifs des deux variables.

» On note que p, qui caractérise le degré de colinéarité, n'affecte pas
I'espérance de I'estimateur ().
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Erreurs non sphériques, |

» Supposons que, dans un modéle linéaire, le vecteur des erreus
centrées soit tel que :

Vie] = 02Q # o2Ip

» Le long de la diagonale d'€) les éléments ne sont pas constants —
hétéroscédasticité.

> Les éléments en dehors de la diagonale peuvent étre non nuls —
autocorrélation

» Pas de conséquences sur le biais, mais sur la variance

Proposition 5

L 'estimateur des MCO, i) est sans biais. Silim7_, ., X/% est finie alors

b est un estimateur convergent de 3.
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Preuve de la proposition 5. On a :
b=g8+(X'X)"'X'e
En appliqaunt I'opérateur espérance, il vient directement :

E[b] = 5

La non sphéricité des erreurs ne biaise pas |'estimateur des MCO. La limite en probabilité
de I'estimateur est :

- X'X X'
b Pmba B+ hm plim c
T" Tooo T

proba !

X
¥ B+Qx plim °
T T — o0

ou, sous les hypothéses usuelles, @ est une matrice de plein rang. On a :

XI
EL—%:O
T
et
[X/s} X'V[e] X
V|i— | = ——
T T2
5, X'QX
=oZ — 0
T2 T
car par hypothése XI;}X tend vers une constante finie. Ainsi, la limite en probabilité
de XI:E est 0. C.Q.F.D.
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Erreurs non sphériques, Il

Proposition 6

La variance de |'estimateur des MCO, i) est :

Vb = o2(X'X) ' X'QX (X' X) ™!

Proposition 7

s? = 25L est un estimateur biaisé et non convergent de o2,
.

> La variance de I'estimateur des MCO est différente de o2(X'X) ™!
dés lors que Q) # Ir... Elle peut étre plus grande ou plus petite (la
différence peut-étre semi définie positive, semi définie négative ou
autre)
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Preuve de la proposition 6. Par définition de la variance et de b,ona:
v [B] =E[(X'X) ' Xee/ X(X'X — 1)]
= (X'X)"1X'Elee’| X (X' X) 1
=o2(X'X)"1x'ax(x'x)"!
C.Q.F.D.

Preuve de la proposition 7. La somme des carrés des résidus, exprimée en fonction

des erreurs, est donnée par :
SSE =¢'Me

ol M = It — X(X'X)71X’' et P = X(X'X)"1X’ est la matrice de projection
orthogonale sur I'espace engendré par les colonnes de X. L'espérance de la somme des
carrés des résidus est donc :

E[SSE] = E [¢'Me]
= traceE[Me'¢]
= trace ME[¢’¢]
= o2traceMQ

qui a priori est différent de o2(T — K), a cause de la présence de Q sous la trace. Ainsi
la limite en probabilité de s2 est a priori différente de o2. C.Q.F.D.
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Estimateur des MCG, |

» Est-il possible de transformer les données, pour se ramener dans une
situation ol toutes les conditions idéales sont satisfaites et on
I'estimateur des MCO est BLUE ?

= L'estimateur des Moindres Carrés Généralises (MCG).

» Puisque 2 est une matrice définie positive, 2! est aussi une
matrice définie positive.

» On sait donc qu'il existe une matrice de plein rang A telle que
Q' =AA.

Proposition 8

Le modéle transformé Ay = AX 3 + Ae satisfait les conditions idéales si

. Q-1 .. . L, . P ..
limp_s o0 % est finie (une matrice symétrique définie positive).
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Preuve de la proposition 8. Puisque A est une matrice déterministe non singuliére, le
vecteur aléatoire Ae est normalement distribué, son espérance est :

E[Ae] =0
et sa variance :
V[Ae] = AV[g]A’
= g2AQA
En prémultipliant la variance par A’, on obtient :
2N AQN = o2Q7IQA = o2A

On en déduit donc que AQA’ = Ip. Ainsi V[Ae] = o2Ir. Les erreurs du modéle
transformé sont donc normalement distribuées, centrées et sphériques. Il nous reste a
vérifier le comportement des régresseurs dans le modéle transformé. Puisque A et X sont
des matrices déterministes, les régresseurs dans le modéle transformé sont déterministes.
Ona:

. (AX)'AX . X'NAX . X'Q7lx
lim ——— = lim — = lim ——
T — oo T T—r 00 T T—o0 T
qui par hypothése est une matrice (finie) définie positive. C.Q.F.D.
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Estimateur des MCG, I

» Puisque le modéle transformé satisfait toutes les conditions idéales,
on peut utiliser I'estimateur des MCO en régressant Ay sur AX
pour obtenir un estimateur BLUE de g —estimateur MCG

» On suppose implicitement ici que la matrice €2, et donc A, est
connue.

Proposition 9
L’estimateur des Moindres Carrés Généralisés de (3 est défini par :
b=(X'Q'X)"'X'Q 'y

Il s’agit d'un estimateur BLUE et convergent de 3.
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Preuve de la proposition 9. Par définition de |'estimateur des MCO (sur les données
transformées) on a :

b= ((AX)AX) "' (AX) Ay
= (X'NAX) T XN Ay
= (x'o'x) ' x'oly

Puisque le modéle transformé vérifie toutes les conditions idéales, il est BLUE et con-
vergent. C.Q.F.D.

Nous verrons plus loin que |'estimateur MCG de S est identique & I'estimateur du
maximum de vraisemblance.
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Estimateur des MCG, Il|

Proposition 10

La variance de l'estimateur des Moindres Carrés Généralisés de [3 est :

v {B] — (X' X))

Proposition 11

Un estimateur non biaisé et convergent de o2 est :

(y - XB)' 01! (y - XB)

T-K
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Preuve de la proposition 10. En reprenant la formule de la variance de |'estimateur
des MCO et en I'appliquant sur les données transformées :

v [b] = o2 (Ax)'AX) !

= o2 (X'NAX)
o2 (x'0'x)!

C.Q.F.D.

Comparaison de V[b] et V[b]. On peut montrer que la variance de la variance de
I'estimateur des MCO est plus grande que la variance de I'estimateur des MCG, au sens
ot V[b] — V[b] est une matrice définie positive. Nous savons déja que b est BLUE est
que donc sa variance doit étre plus petite, mais nous envisagons une preuve plus directe
sans s'appuer sur le théoréme de Gauss-Markov. Soit le modéle :

y=XB8+¢, E[]=0 V[]=X=02>0.
Posons :
A= (X'X)"'X'
et
G=X'2"1x)"1x'21!
On peut alors écrire les variance des deux estimateurs comme :

V[b] = Az A’

et ~
V[b] = GG
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Posons D = A—G. Ona AX = GX = Ik, donc DX = 0. La différence des variances
est :

V[b] — V[b] = AXA’ — GEG'
=(G+ D)S(G+ D) — G=¢’
= D¥D' + GED' 4+ D¢

Or
GED' = (X'271X)71X'D' =0
de méme pour sa transposée DXG’. Ainsi

V[b] — V[b] = DED = 0

est une matrice définie positive. La différence est nulle si et seulement si D = 0, c’est-
a-dire si X est proportionnelle & une matrice identité. L'estimateur MCG est donc bien
plus précis que I'estimateur des MCO quand les résidus sont non sphériques.

Preuve de la proposition 11. On procéde comme pour la preuve de la proposition
10 en partant de la définition de 32 dans le chapitre 1 et en considérant les données
transformées. C.Q.F.D.
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Estimateur des MCG, IV

» Pour le reste, nous pouvons faire les tests comme dans le chapitre .

> |'estimateur des MCG de 3 est normalement distribué :

b~ (5, o2 (X’Q*lx)‘l)

» 52 suit un khi-2 :

(T — K)3*

2 NX2(T_K)
0¢

> Les variables aléatoires b et 32 sont indépendantes.
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Estimateur des MCQG, |

» En pratique la matrice €2 n'est pas connue.
» |l faut estimer cette matrice.

» Evidemment il n'est pas possible d’estimer les @ > T éléments
de cette matrice...

» |l faut imposer des contraintes sur la forme de cette matrice.

» Supposons que les éléments de ) soient déterminés par un
petit nombre de paramétres Ay, ..., Ap.

T(T+1)
2

» Si nous disposons d’estimaeurs convergents de ces paramétres alors
nous pouvons obtenir une estimation convergente de €2 que nous
noterons Q. Que nous pouvons utiliser dans I'expression de
I'estimateur MCG...
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Estimateur des MCQG, Il

Définition. MCQG

Soit Q un estimateur de Q. L'estimateur des Moindres Carrés Quasi Généralisés

de (3 est défini par :
. . -1

b= (X’Q_IX) X0ty

Méme si §) est un estimateur convergent de §2, on ne peut pas, en
toute généralité, conclure que les propriétés de I'estimateur MCQG,
b, sont identiques asymptotiquement a celle de I'estimateur des

MCG, b.
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Estimateur des MCQG, IlI

Proposition 12

Une condition suffisante pour que I'estimateur MCQG, b, soit convergent

est : R N
X0 'X proba X'Q e proba
_— AN — Ty
T T—o0 T T—o0

avec ) une matrice définie positive.

Proposition 13

Une condition suffisante pour que les estimateurs MCQG, b, et MCG, b,
aient la méme distribution asymptotique est :

x(at-o)x x(Qt-ot)e ;

P A —
T T—o00 \/T T—o00

A distance finie, la distribution de I'estimateur MCQG est inconnue
(non gaussienne), méme si les erreurs sont normalement distribuées.
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