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Mardi 12 décembre 2023

EXERCICE I. Soient K(t) le stock de capital physique d’une économie à
l’instant t, L(t) la population qui croı̂t au taux constant n > 0, α ∈]0, 1[
un paramètre technologique, s ∈]0, 1[ le taux d’épargne et δ ∈ [0, 1] le taux
de dépréciation du capital physique. La dynamique du stock de capital
physique est décrite par l’équation suivante :

K̇(t) = sY (t)− δK(t)

et la technologie de production est :

Y (t) = K(t)αL(t)1−α

(1) Le paramètre α est l’élasticité de la production par rapport au capital.
En effet, nous avons :
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On note que l’élasticité est constante, elle ne dépend pas du niveau de
l’état de l’économie. (2) Le stock de capital physique par tête est k(t) =
K(t)/L(t), sa variation est donnée par :

k̇ =
K̇L−KL̇

L2

en utilisant la règle de dérivation d’un quotient de deux fonctions. En sim-
plifiant, il vient :

k̇ =
K̇

L
− nk



En substituant la loi d’évolution du stock de capital agrégé, pour K̇, il
vient :

k̇ =
sKαL1−α − δK

L
− nk

soit en exploitant l’homogéneité de degré un de la fonction de production
et en simplifiant :

k̇ = skα − (n+ δ)k

la loi d’évolution du stock de capital physique par tête. Celui-ci augmente
si et seulement si l’investissement par tête est supérieur à la dépréciattion
du stock de capital pat tête. (3) Pour obtenir le taux de croissance du stock
de capital par tête, on divise la variation du stock de capital par tête par
son niveau. On obtient :

gk = skα−1 − (n+ δ)

où gk = k̇/k est le taux de croissance de k. Le taux de croissance est le in-
vestissement net (de la dépréciation) par unité de capital. L’investissement
brut par unité de capital, skα−1, est une fonction continue et monotone
décroissante de k, car 0 < α < 1. L’investissement brut par unité de capital
tend vers l’infini quand k tend vers 0 et vers 0 quand k tend vers l’infini.
Ainsi, L’investissement net par unité de capital yernd vers l’infini quand k
tend vers 0 et vers −(n + δ) quand k tend vers l’infini. La représentation
graphique du taux de croissance est donc :

skα−1 − (n + δ)
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On note que cette courbe croise nécessairement une unique fois l’axe des
abscisses. (4) L’unique état stationnaire non trivial du modèle pour le capi-
tal par tête, k⋆, est défini par l’intersection de la courbe gk et de l’axe des
abscisse. À l’état stationnaire le taux de croissance de k est nul, l’investisse-
ment brut par unité de capital doit donc être égal au taux de dépréciation :

s k⋆ α−1 = n+ δ

soit de façon équivalente :

k⋆ =

(
s

n+ δ

) 1
1−α

En substituant dans la fonction de production, on obtient l’état stationnaire
de la production par tête :

y⋆ =

(
s

n+ δ

) α
1−α

et donc la consommation par tête à l’état stationnaire :

c⋆ = (1− s)

(
s

n+ δ

) α
1−α

(5) L’état stationnaire est aussi le niveau de long terme de l’économie car,
comme nous pouvons le voir sur le graphique, le taux de croissance est
positif si et seulement si l’économie est en dessous de l’état stationnaire.
Plus formellement on peut réécrire le taux de croissance, en exploitant la
définition de l’état stationnaire, comme :

gk = skα−1 − s k⋆ α−1

= s k⋆ α−1

((
k

k⋆

)α−1

− 1

)

= (n+ δ)

((
k

k⋆

)α−1

− 1

)

Ainsi, puisque 0 < α < 1, gk > 0 ⇔ k < k⋆. L’économie se rapproche
donc toujours de l’état stationnaire quand elle est en dessous (en croissant)
ou au dessus (en décroissant). L’hypothèse essentielle pour expliquer ce
résultat est l’hypothèse des rendements décroissants (α < 1). (6) Puisque α
est l’élasticité de la production par rapport au capital physique, on a :

gy = αgk
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et donc (en inversant la définition de la fonction de production intensive) :

gy = (n+ δ)

((
y

y⋆

)α−1−1
α

− 1

)

Comme pour le capital physique, le taux de croissance de la production est
poisitif si et seulement si y < y⋆. (7) En dérivant le logarithme de Y (t) =
y(t)L(t), on montre directement que le taux de croissance de la production
agrégée est :

gY = gy + n

À long terme, gy = 0 (car l’économie rejoint l’état stationnaire) et donc
gY = n. À court terme, le taux de croissance du produit par tête varie :

gY = (n+ δ)

((
y

y⋆

)α−1−1
α

− 1

)
+ n

le taux de croissance de la production agrégée est supérieur au teux de
croissance de la population (n) si et seulement si l’économie intensive est
en deçà de son niveau d’état stationnaire.

EXERCICE II. On reprend le même modèle que dans l’exercice I, mais avec
la fonction de production suivante :

Y (t) = βK(t)αL(t)1−α + (1− β)K

où β est un paramètre dans l’intervalle [0, 1]. (1) En suivant la même démarche,
on trouve :

k̇ = sβkα − (n+ δ − s(1− β)) k

Notons cependant que sβkα n’est pas l’investissement par tête (il faudrait
rajouter s(1− β)k) et que n+ δ − s(1− β) n’est pas le taux de dépréciation
du stock de capital par tête. (2) Un état stationnaire non trivial k⋆ existe s’il
existe k⋆ tel que :

sβ k⋆ α−1 = (n+ δ − s(1− β))

une condition nécessaire et suffisante est que le membre de droite soit stric-
tement positif, c’est-à-dire que :

n+ δ > s(1− β)

⇔ β > 1− n+ δ

s

Il faut que le poids sur la partie Cobb-Douglas (resp. la partie linéaire) de
la fonction de production soit assez important (resp. faible) pour que le
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modèle intensif admette un état stationnaire. Ce résultat n’est guère sur-
prenant dans la mesure où on sait que la partie linéaire, (1 − β)K, pose
problème puisqu’ici le rendement marginal du capital est constant (non
décroissant) et ne converge donc pas vers 0 (une condition d’Inada n’est
pas satisfaite). (3) En utilisant les mêmes arguments que dans l’exercice I
(skα−1 est une fonction continue, monotone décroissante de +∞ à 0), on
obtient la représentation graphique suivante en distinguant les cas suivant
que la restriction sur β est satisfaite (en noir) ou non (en bleu) :

k

gk

−(n+ δ − s(1− β))

•
k⋆

−(n+ δ − s(1− β))

(4) L’état stationnaire n’existe pas lorsque le poids sur la partie linéaire de
la fonction de production est trop important. À cause du terme linéaire la
productivité marginale du capital ne converge pas vers 0 quand k tend vers
l’infini mais vers (1 − β). La fonction de production est une combinaison
convexe d’une fonction Cobb-Douglas et d’une fonction Ak. Si le poids sur
le second terme est assez important (β assez faible au sens où l’état sta-
tionnaire non trivial n’existe pas), on retrouve les prédiction de long terme
du modèle Ak : le stock de capital par tête ne cesse jamais de croı̂tre, la
croissance est endogène à long terme.
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