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Rattrapage, I

▶ Dans le chapitre II nous avons vu qu’il existe une relation
décroissante entre le taux de croissance du stock de capital par tête
efficace d’une économie et son niveau.

▶ On a aussi une relation décroissante pour la production par tête
efficace (avec une fonction de production Cobb-Douglas le taux de
croissance de ŷ est proportionnel au taux de croissance de k̂) :

gŷ (t) = αs
ŷ

k̂
− α(n + x + δ)

soit en remplaçant k̂ par ŷ
1
α :

gŷ (t) = αsŷ(t)−
1−α
α − α(n + x + δ)

avec une puissance négative sur ŷ , d’où la relation décroissante entre
taux de croissance et niveau.
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Rattrapage, II

▶ On peut exprimer (n + x + δ) en fonction de l’état stationnaire (voir
la définition de y⋆) :

n + x + δ = s ŷ⋆− 1−α
α

▶ En substituant dans l’équation de gŷ :

gŷ (t) = αsŷ− 1−α
α − αs ŷ⋆− 1−α

α

▶ Soit en factorisant :

gŷ (t) = α(n + x + δ)

((
ŷ(t)

ŷ⋆

)− 1−α
α

− 1

)

⇒ gŷ ≥ 0 ssi ŷ ≤ ŷ⋆ & |gŷ | est d’autant plus grand que ŷ est éloigné
de ŷ⋆.
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Rattrapage, III
▶ Idem pour le taux de croissance de la production par tête car :

gy (t) = gŷ (t) + x

▶ Le taux de croissance du PIB par tête est d’autant plus important
que l’économie est éloignée de sa tendance de long terme :
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▶ La droite rouge représente la
tendance de long terme en
logarithme, sa pente est x .

▶ La courbe noire est la trajectoire
de la production par tête en
logarithme.

▶ Quand celle-ci démarre sous la
tendance de long terme, la pente
de log y(t) est en tout point
supérieure à celle de la tendance
de long terme (x).
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Rattrapage, IV
Les États Unis d’Amérique du Nord (rattrapage de la tendance)
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C’est parce
qu’en moyenne
l’économie crôıt
plus vite que la
tendance quand
elle s’en écarte
par dessous, et
crôıt en moyenne
moins vite quand
elle s’en écarte
par dessus,
qu’elle revient
toujours vers la
tendance.
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Rattrapage, V

▶ Supposons que deux économies A et B soient structurellement
identiques : elles ont la même croissance démographique (n), elles
bénéficient du même progrès technique (x), elles ont le même
comportement d’épargne (s), le capital se déprécie de la même
façon (δ) et elles utilisent la même technologie (α). Les deux
économies ont donc le même état stationnaire.

▶ Ces économies ne diffèrent que par leurs fortunes respectives. On
supposera que ŷA(0) < ŷB(0), c’est-à-dire que l’économie A est
initialement moins riche (en termes de production par tête).

▶ On suppose aussi que ŷB(0) < ŷ⋆.

▶ Le modèle de Solow nous dit que le taux de croissance de l’économie
A doit être supérieur à celui de l’économie B
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Rattrapage, VI

ŷA(0) ŷB (0) ŷ⋆

ŷ

gŷ

▶ L’économie A va rattraper
l’économie B (puisque son taux
de croissance est plus élevé).

▶ À long terme, les deux
économies atteignent le même
niveau.

▶ Si le modèle est correct nous
devrions observer, dans les
données, que le taux de
croissance d’une économie
pauvre est en moyenne plus
important que le taux de
croissance d’une économie
riche.
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Rattrapage, VII
Convergence des pays de l’OCDE (1950-2019)
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Rattrapage, VII’
Convergence des pays de l’OCDE (1950-2019)

▶ Comme attendu, les économies plus pauvres en 1950 ont, en
moyenne, un taux de croissance du PIB par tête plus élevé.

▶ On a bien ici une relation décroissante entre le taux de croissance du
PIB par tête et son niveau.

▶ On observe donc un rattrapage des économies initialement moins
bien dotées vers les économies plus riches.

▶ À long terme les niveaux de PIB par tête de ces économies de
l’OCDE devraient converger vers un même niveau.

▶ Problème On ne retrouve pas cette relation décroissante pour des
échantillons plus larges.
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Rattrapage, VIII
Non convergence (1960-2019)
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• La droite rouge sur la figure précédente, qui résume la relation entre le taux de croissance et la condition initiale, est ce que l’on
appelle en statistique une droite de régression.

• Supposons que nous disposions d’un échantillon de N observations pour le taux de croissance et la condition initiale du PIB par

tête :
{
gy,i , log yi (0)

}N

i=1
.

• On cherche une droite gy,i = α + β log yi (0), c’est-à-dire des valeurs pour les paramètres α et β, qui représente le mieux

possible le nuage de points dans le plan
(
log yi (0), gy,i

)
.

• A priori, il est impossible de trouver une droite qui passe par les N points, sauf si par miracle l’échantillon est parfaitement aligné
le long d’une droite, c’est-à-dire si le taux de croissance est une fonction linéaire du logarithme de la condition initiale du PIB par
tête (on se doute que ce n’est pas le cas).

• On reconnâıt qu’il n’est pas possible de d’expliquer le taux de croissance seulement à partir de la condition initiale dans un modèle
linéaire, en adoptant le modèle suivant :

gy,i = α + β log yi (0) + εi

où le résidu ε représente la croissance que nous ne pouvons expliquer avec la condition initiale. Ce résidu peut être contenir des
erreurs de mesures ou des variables omises. Nous ne savons pas vraiment, à ce stade (voir plus loin) de quoi il s’agit. On supposera
qu’il s’agit d’une variable aléatoire de moyenne nulle (changer la moyenne revient à changer la valeur de la constante α, il y a un
problème d’identification).

• Chercher la droite qui représente le mieux possible le nuage de points revient à chercher les valeurs de α et β qui minimise la part
inexpliquée de la croissance (les ε).

• Comme les ε peuvent être négatifs ou positifs, on va chercher les valeurs des paramètres α et β qui minimisent les ε2.

• L’estimateur des MCO (Moindres Carrés Ordinaires) est défini par le problème suivant :

(
α̂, β̂

)
= arg max

α,β

N∑
i=1

ε
2
i

⇔
(
α̂, β̂

)
= arg max

α,β

N∑
i=1

(
gy,i − α − β log yi (0)

)2
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• Les segments verticaux, entre les observations et la droite de régression, représentent les résidus ε dont nous allons minimiser la
somme des carrés pour obtenir les estimateurs α̂ et β̂.

• α̂ et β̂ doivent satisfaire (les conditions du 1er ordre) :


∑N

i=1

(
gy,i − α̂ − β̂ log yi (0)

)
= 0∑N

i=1 log yi (0)
(
gy,i − α̂ − β̂ log yi (0)

)
= 0
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• La première condition nous dit que la moyenne des ε̂ doit être nulle, la seconde condition nous dit que la covariance entre la
variable explicative, la condition initiale, et ε̂ doit être nulle.

• Ces deux conditions de moments permettent d’identifier α̂ et β̂ :



α̂ = 1
N

∑N
i=1 gy,i − β̂ 1

N

∑N
i=1 log yi (0) = gy − β̂log y(0)

β̂ =

∑N
i=1

(
log yi (0)−log y(0)

)(
gy,i−gy

)
∑N

i=1

(
log yi (0)−log y(0)

)2
• Il convient de s’interroger sur ce que représentent les estimateurs α̂ et β̂.

• Supposons que, dans la Nature, le taux de croissance soit effectivement une fonction affine bruitée du logarithme de la condition
initiale, c’est-à-dire que les données soient générées par :

gy,i = α0 + β0 log yi (0) + ϵi

où α0 et β0 sont les vraies valeurs inconnues des paramètres, ϵi est une variable aléatoire centrée sur zéro, et où, pour faire simple,
on suppose que log yi (0) est déterministe (Si on considère le cas plus général où il s’agit d’une variable aléatoire il faut raisonner
conditionnellement à cette variable. L’important est que cette variable aléatoire soit exogène au sens où elle est orthogonale à la
perturbation ϵ).

Remarque 1 Ce modèle implique que gy,i est une variable aléatoire.

Remarque 2 Puisque α̂ et β̂ sont des fonctions des gy,i , les estimateurs sont aussi des variables aléatoires.

⇒ Si la Nature nous donne un autre échantillon en tirant d’autres réalisations des ϵi , on obtiendra d’autres valeurs pour les estima-

teurs. Il n’y a aucune chance pour que β̂ soit égal à la vraie valeur β0...

• Supposons que la Nature nous fournissent plusieurs échantillons (en tirant des réalisations différentes des ϵi ), quelle sera la valeur

moyenne de l’estimateur β̂ ?

• On peut montrer qu’en moyenne, sous les hypothèses adoptées, β̂ sera égal à β0, c’est-à-dire que l’espérance de β̂ est égale à
β0. On dit alors que l’estimateur est sans biais.
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• Par définition, en substituant le modèle de la Nature dans l’expression de l’estimateur de β, on a :

β̂ =

∑N
i=1

(
log yi (0) − log y(0)

) (
α0 + β0 log yi (0) + ϵi − 1

N

∑N
j=1

(
α0 + β0 log yj (0) + ϵj

))
∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2

=

∑N
i=1

(
log yi (0) − log y(0)

) (
α0 − α0 + β0

(
log yi (0) − log y(0)

)
+ ϵi − ϵ

)
∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2

=
β0

∑N
i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2
+

∑N
i=1

(
log yi (0) − log y(0)

) (
ϵi − ϵ

)
∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2

= β0 +

∑N
i=1

(
log yi (0) − log y(0)

) (
ϵi − ϵ

)
∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2
Il y a donc bien un rapport entre β̂ et β0 : l’estimateur de β est égal à la vraie valeur du paramètre β0 plus un terme aléatoire
(à cause de la présence des ϵi ).

• On a donc β̂ ̸= β0, mais la différence (le second terme) est d’espérance nulle car les ϵi sont supposés de moyennes nulles :

E


∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

) (
ϵi − ϵ

)
∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2
 =

∑N
i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)
E
[
ϵi − ϵ

]
∑N

i=1

(
log yi (0) − log y(0)

)2 = 0

• On a donc E[β̂] = β0, en moyenne (sur les échantillons que la Nature peut nous donner) l’estimateur est égal à la vraie valeur
du paramètre.

• Nous savons que β̂ ̸= β0 car l’estimateur est une variable aléatoire. À l’issue de l’estimation par les MCO nous ne sommes

donc pas certain de la valeur de β. L’incertitude liée à l’estimation est caractérisée par la variance de l’estimateur, V[β̂]. Si cette
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variance est grande cela veut dire que β̂ peut être éloigné de β0, la probabilité que β̂ soit éloigné de β0 est d’autant plus faible
que la variance est proche de zéro.

• Vous verrez dans un cours de statistique ou d’économétrie comment estimer cette variance.

• Dans notre cas, la régression du taux de croissance sur la condition initiale en log, la mesure de cette incertitude est cruciale. En
effet, si nous trouvons une pente négative β̂ < 0, sommes nous certain que la pente soit significativement différente de zéro ?
C’est-à-dire, sommes nous certain qu’il y a bien une relation décroissante entre taux de croissance et condition initiale (ou que le
rendement marginal du capital soit bien décroissant) ?

• Dans le cas de l’échantillon de 111 pays observés de 1960 à 2019, on trouve β̂ = −0, 1929 et V̂[β̂] = 0, 0294.

• Dans un cours de statistique ou d’économétrie vous verrez qu’il existe un test pour tester la significativité d’un paramètre basé
sur la statistique de Student définie comme le rapport de l’estimateur et de la racine carrée de sa variance). Si cette statistique
est inférieure à 1,96 en valeur absolue alors on ne peut rejeter l’hypothèse que le paramètre estimé est différent de zéro (avec un
certain seuil d’erreur). On dit alors que le paramètre n’est pas significativement de zéro. Dans le cas de notre grand échantillon,
cette statistique est égale à -1,1249, la pente n’est pas significativement différente de zéro. Il n’y a pas de relation significative
entre le taux de croissance du PIB par tête et le logarithme de la condition initiale du PIB par tête. Dans le cas des pays de l’OCDE,
on peut montrer que cette relation (décroissante) est significative.

Remarque 3 Ces estimations sont, pour un économiste, insatisfaisantes car on ne comprend pas vraiement ce que nous estimons : comment
devons nous interprêter les paramètres estimés ? Que représente ϵ ? Nous reviendrons là dessus plus loin en montrant comment les
paramètres du modèle estimé sont liés aux paramètres du modèle de Solow.
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Rattrapage, VIII’
Non convergence (1960-2019)

▶ La droite rouge, qui résume la relation entre taux de croissance et
niveau initial, est bien décroissante.

▶ Mais la pente est beaucoup plus faible que dans le cas des
économies de l’OCDE et on peut montrer que le coefficient directeur
de la droite n’est pas significativement différent de 0.

⇒ Il n’y a pas de relation significative entre le taux de croissance et le
niveau initial du PIB par tête, c’est-à-dire pas de rattrapage.

▶ Faut-il rejeter le modèle de Solow ?
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Rattrapage, IX

▶ Sur la base de ce résultât, certains économistes (par exemple Romer
en 1986) rejettent l’hypothèse de rendement marginal décroissant du
capital (et donc le modèle de Solow).

▶ Mais on peut expliquer ce résultat, sans pour autant abandonner
cette hypothèse...En revenant sur l’hypothèse d’homogénéité
structurelle : Toutes les économies ne sont pas identiques par
rapport à n, s, ... Les états stationnaires sont différents, les cibles
des économies sont différentes.

▶ Si l’état stationnaire est spécifique à chaque économie, le modèle de
Solow prédit toujours que l’économie (dé)crôıt d’autant plus qu’elle
est éloignée de son état stationnaire, mais il n’y a pas de raison
qu’une économie pauvre croisse plus vite qu’une économie riche.

▶ Le rattrapage est conditionnel à l’hétérogénéité des niveaux de long
terme.
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Rattrapage, IX’

ŷA(0) ŷB (0) ŷ⋆A ŷ⋆B

ŷ

gŷ

L’économie A est initialement plus pauvre que l’économie B mais son
taux de croissance est plus faible. Quand les économies ne sont pas
structurellement homogènes on ne peut pas directement comparer les
taux de croissance entre pays.
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Rattrapage, IX”

▶ Quand les économies sont structurellement hétérogènes, le modèle
de Solow prédit que chaque économie se rapproche de son état
stationnaire et que le long de la transition le taux de croissance
décrôıt en valeur absolue.

▶ La dynamique de transition peut résulter en un éloignement des
économies.

▶ Ne pas trouver une relation décroissante entre gy et y ne doit pas
nous conduire à rejeter le modèle de Solow.

▶ Si nous pouvions contrôler des différences sur n, s, ... et construire
des données de taux de croissance purgées de ces différences, nous
devrions obtenir une relation décroissante.

▶ On peut le faire en ajoutant des variables explicatives dans le modèle
statistique.
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Rattrapage, X
Les prédictions du modèle de Solow

Définition 1 (Convergence absolue)

Si les économies sont structurellement homogènes, le taux de croissance
d’une économie pauvre doit être plus élevé que celui d’une économie
riche. Les économies pauvres rattrapent les économies riches.

Définition 2 (Convergence conditionnelle)

Si les économies sont structurellement hétérogènes, le taux de croissance
d’une économie est d’autant plus élevé que celle-ci est éloignée de son
état stationnaire. Chaque économie converge vers son propre état
stationnaire.

Remarque Dans le cas de la convergence absolue chaque économie se
rapproche de son état stationnaire, mais toutes les économies ont le
même état stationnaire.
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Vitesse de convergence
Motivation

▶ Le modèle de Solow prédit une convergence absolue ou
conditionnelle des économies.

▶ Il faut un temps infini pour que l’économie atteigne l’état
stationnaire (au fur et à mesure qu’elle se rapproche le taux de
croissance tend vers zéro).

▶ On peut caractériser quantitativement la transition vers l’état
stationnaire en calculant une vitesse de convergence.

▶ Combien de temps faut-il attendre pour réduire de moitié la distance
à l’état stationnaire ?

▶ Quantifier plus précisement la transition permet :
1. de tester le modèle de Solow (en comparant la vitesse de convergence

théorique avec celle que nous pouvons déduire des données).
2. de se faire une idée plus précise sur l’importance des arbitrages

intertemporels.
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Vitesse de convergence
Approximation (1)

▶ Pour calculer la demi-vie de la distance à l’état stationnaire, il faut
que nous puissions nous faire une idée du niveau de l’économie k̂(t)
(ou ŷ(t)) à chaque instant (pour le comparer à k̂⋆, ou ŷ⋆).

▶ Nous pourrions le faire en résolvant l’équation différentielle
caractérisant la dynamique du stock de capital (ou de la production).

▶ Cela n’est pas généralement pas possible de façon analytique car
cette équation est nonlinéaire 1.

▶ Généralement on approxime le modèle en le linéarisant.

1. Si la fonction de production est Cobb-Douglas on peut, à l’aide d’un changement
de variable, obtenir une solution analytique (voir . . .ici). Ici, nous ferons comme si cela
n’était pas possible.
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Vitesse de convergence
Approximation (2, Taylor)

▶ Le taux de croissance du stock de capital par tête efficace est :

gk̂ = φ(k̂) ≡ sk̂α−1 − (n + x + δ)

▶ En considérant une approximation de Taylor à l’ordre un dans un
voisinage de l’état stationnaire :

gk̂ ≈ φ(k̂⋆) + φ′(k̂⋆)(k̂ − k̂⋆)

ou encore :

gk̂ ≈ φ′(k̂⋆)(k̂ − k̂⋆) = −φ′(k̂⋆)k̂⋆ + φ′(k̂⋆)k̂

puisque le taux de croissance est nul à l’état stationnaire.

▶ On remplace la fonction non linéaire φ(k̂) par sa tangente en k̂⋆.

▶ Nous pourrions, en principe, approximer le modèle ailleurs qu’en
k̂⋆... Mais ce serait un très mauvais choix.
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Vitesse de convergence
Approximation (3, Taylor (suite))

▶ On a : φ′(k̂) = −s(1− α)k̂α−2 et donc à l’état stationnaire :

φ′(k̂⋆) = −(1− α)s k̂⋆ α−2

= −(1− α)
s k̂⋆ α−1

k̂⋆

= −(1− α)(n + x + δ)
1

k̂⋆

où on a exploité la définition de l’état stationnaire dans la dernière
ligne.

▶ On a donc :

gk̂ ≈ −(1− α)(n + x + δ)
k̂ − k̂⋆

k̂⋆︸ ︷︷ ︸
Déviation à l’état

stationnaire
(en taux)
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Vitesse de convergence
Approximation (4, logarithme)

▶ gk̂ peut s’écrire comme la variation d’un logarithme : ˙log k̂.

▶ À l’aide d’une approximation, on peut aussi réécrire la déviation à
l’état stationnaire avec un log.

▶ Nous savons que log 1 + x ≈ x si x est proche de zéro.

▶ Posons x = k̂−k̂⋆

k̂⋆
= k̂

k̂⋆
− 1, qui doit être proche de 0 si l’économie

est proche de l’état stationnaire.

▶ On doit donc avoir log(1 + x) = log k̂
k̂⋆

≈ k̂−k̂⋆

k̂⋆
.

▶ D’où finalement :

˙log k̂ ≈ −(1− α)(n + x + δ) log
k̂

k̂⋆
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Vitesse de convergence
Approximation (5)

▶ En notant que ˙log k̂ = d
dt log

(
k̂/k̂⋆

)
, c’est-à-dire que le taux de

croissance de k̂ est égal au taux de croissance de la position relative
à l’état stationnaire k̂/k̂⋆ (puisque l’état stationnaire est constant),
nous avons finalement :

˙
log

k̂

k̂
⋆≈ −(1− α)(n + x + δ) log

k̂

k̂⋆

▶ La variation de la distance à l’état stationnaire est une fonction
linéaire de la distance à l’état stationnaire. En notant z(t) = log k̂

k̂⋆
,

la dynamique approximée peut s’écrire sous la forme :

ż(t) = −(1− α)(n + x + δ)z(t)

une équation différentielle linéaire à coefficients constants et sans
second membre (que nous savons résoudre).
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Vitesse de convergence
Distance approximée à l’état stationnaire

▶ Cette équation différentielle, nous dit que le taux de (dé)croissance
de la distance à l’état stationnaire est constant.

▶ Pour une condition initiale donnée de cette distance, z(0), nous
avons donc :

z(t) = z(0)e−βt

où β = (1− α)(n + x + δ) > 0, le taux de décroissance de la
distance à l’état stationnaire.
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Vitesse de convergence
Demi-vie de la distance à l’état stationnaire

▶ Réduire de moitié la distance à l’état stationnaire ⇔ diviser z par 2.

▶ Le temps nécessaire pour réduire de moitié la distance à l’état
stationnaire est t tel que z(t)/z(0) = 1/2.

▶ On cherche t tel que e−βt = 1/2. En prenant le log, il vient :

−βt = − log 2

⇔ t =
log 2

β
▶ Si α = 1/3 et n = x = δ = 0.02, alors β = 4%.

⇒ Il faut un peu plus de 17 ans pour réduire de moitié la distance à
l’état stationnaire.

▶ Cela semble trop lent au regard de la série du PIB par tête américain
(les écarts à la tendance se referment plus vite).
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• Le paramètre α représente l’élasticité de la production par rapport au stock de caiptal physique. Sous l’hypothèse de concurrence
parfaite, comme nous l’avons vu dans le chapitre II, ce paramètre représente aussi la part du revenu du capital dans le revenu
total. Il s’agit du complémentaire de la part du revenu dut travail dans le revenu total. À l’époque de la construction de ces
modèles, les économistes s’accordaient majoritairement pour penser que ces parts sont relativement constantes dans le temps mais
variables d’une économie à l’autre. Ces observations justifient l’utilisation d’une fonction de production Cobb-Douglas, qui est la
seule compatible avec des parts constantes dans le temps. Depuis de nombreuses observations et études tendent à remettre en
question la constance de ces parts (voir par exemple ce rapport de l’. . . . . . .OCDE). La part du revenu du traval peut se déduire de la
comptabilité nationale, les économistes s’accordent en général sur une part autour de 2/1 et donc une part du capital autour de 1/3.

• Pour le taux de croissance de la population, même s’il y beaucoup d’hétérogénéité, les observations tournent autour de 2% par
année. On fixe donc n = 0.02. Pour le taux de dépréciation, les observations sont moins directes (dans les versions récentes
de la base PWT on dispose d’estimations pour ce taux, la variable notée delta), les économistes de la croissance considèrent
généralement δ = 0.02 (voir par exemple Mankiw, Romer et Weil (QJE, 1992)). Dans les versions récentes de la base de données
PWT, les estimations reportées pour le taux de dépréciation sont sensiblement supérieures à 2%.

• Pour le taux de croissance de l’indice d’efficacité du travail, x , nous ne disposons pas d’observation directe, puisque l’efficacité du
travail n’est pas observée. Mais nous savons qu’à long terme x est le taux de croissance des variables par tête. Sur longue période
(au-delà d’un siècle, voir la base de données de Maddison) le taux de croissance annuel moyen du PIB par tête tourne autour de
2%, d’où x = 0.02.

• On trouve t = log 2/0,04 ≈ 17, 33. Il s’agit d’années car les taux (démographie, efficacité du travail et dépréciation) sont annuels.

• Dans le cas de la série de PIB par tête US, on voit que l’économie rejoint beaucoup plus vite la tendance de long terme (ici
approximée par la droite rouge). En 17 ans elle ne comble pas la moitié de l’écart, mais plutôt la totalité.

• On va voir plus loin qu’il est possible d’exploiter la dimension en coupe pour obtenir une mesure de la vitesse de convergence. On
verra qu’il y a encore une incohérence entre la théorie et les données (où la vitesse d’ajustement mesurée vers l’état stationnaire
est plus faible que ce qu suggère la théorie), mais que la différence ne va pas dans le même sens. Encore une fois, les dimensions
temporelles et en coupe ne sont pas forcément interchangeables.
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Estimation du modèle de Solow
Ramener Solow dans le plan Condition initiale – Croissance (1)

▶ Nous allons estimer le modèle de Solow en exploitant la dimension
en coupe.

▶ Nous pourrons alors tester le modèle de Solow. Les prédictions
quantitatives du modèle de Solow sont elles en ligne avec ce que
nous pouvons voir dans les données ?

▶ Pour cela on va ramener le modèle de Solow dans le plan
(log y(0), gy ), comme dans le graphiques présentés plus haut.

▶ Pour ce faire il nous faut :

1. Décrire la dynamique du PIB par tête efficace (plutôt que du capital
physique qui est moins bien observé).

2. Décrire la dynamique du PIB par tête (car on n’observe pas
l’efficacité des travailleurs).
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Estimation du modèle de Solow
Ramener Solow dans le plan Condition initiale – Croissance (2)

▶ Pour ramener le modèle dans le plan (log ŷ(0), gŷ ) nos pourrions
partir de l’équation différentielle pour gŷ et utiliser les mêmes
approximations que pour gk̂ ...

▶ Plus simplement, en notant que par définition de la fonction de
production nous avons log ŷ = α log k̂ (idem à l’état stationnaire),
on en déduit que log ŷ/ŷ⋆ = α log k̂/k̂⋆ et d

dt log
ŷ/ŷ⋆ = d

dt log
k̂/k̂⋆.

▶ Et donc directement :

˙
log

ŷ

ŷ⋆= −(1− α)(n + x + δ) log
ŷ

ŷ⋆

▶ Les dynamiques (approximées) de k̂ et ŷ sont identiques =⇒ Même
vitesse de convergence pour k̂ et ŷ .
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Estimation du modèle de Solow
Ramener Solow dans le plan Condition initiale – Croissance (3)

▶ En résolvant l’équation différentielle, on a donc :

log
ŷ(t)

ŷ⋆
= e−βt log

ŷ(0)

ŷ⋆

log ŷ(t) = e−βt log ŷ(0) +
(
1− e−βt

)
log ŷ⋆

▶ On a bien limt→∞ ŷ(t) = ŷ⋆.

▶ En retranchant log ŷ(0) et en divisant par t on obtient le taux de
croissance annuel de la production par tête efficace prédit par le
modèle de Solow (approximé) :

ḡŷ (0, t) =
1− e−βt

t
log ŷ⋆ − 1− e−βt

t
log ŷ(0)
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• À chaque instant le logarithme de la production par tête efficace est une combinaison convexe de sa condition initiale et de sa
cible. Le poids sur la condition initiale tend vers zéro quand t tend vers l’infini, asymptotiquement, l’histoire n’affecte pas le niveau
du PIB par tête efficace.

• Le taux de croissance moyen du PIB par tête efficace approximé défini par :

ḡŷ (0, t) =
log ŷ(t) − log ŷ(0)

t

dépend négativement de la condition initiale (car e−βt < 1 pour tout t ∈ R+ dès lors que β > 0 c’est-à-dire α < 1). Le
taux de croissance moyen est d’autant plus faible que le niveau initial de la production par tête efficace est élevé.

• Nous n’observons la production par tête efficace, mais seulement la production par tête... Il nous reste à déduire la prédiction du
modèle de Solow pour la production par tête. Il suffit pour cela de noter que l’on peut réécrire ŷ(t) = Y ((t)/A(t)L(t) comme
ŷ(t) = y(t)/A(t). On a alors :

ḡŷ (0, t) =
log

y(t)
A(t)

− log
y(0)
A(0)

t

=
log y(t) − log y(0) − (log A(t) − log A(0))

t

=
log y(t) − log y(0)

t
−

log A(t) − log A(0)

t

= ḡŷ (0, t) − x

car A(t) = A(0)ext , l’efficacité du travail crôıt au taux constant x .
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Estimation du modèle de Solow
Ramener Solow dans le plan Condition initiale – Croissance (4)

▶ En remplaçant ŷ(t) par y(t)/A(t), sauf pour l’état stationnaire que
nous savons exprimer en fonction des paramètres du modèle, on
obtient la prédiction du modèle de Solow pour le taux de croissance
de la production par tête :

ḡy (0, t) = x+
1− e−βt

t
log ŷ⋆−1− e−βt

t
log y(0)+

1− e−βt

t
logA(0)

▶ On a bien une relation décroissante entre le taux de croissance
moyen de la production par tête et sa condition initiale (en
logarithme).

▶ Problème : Nous n’observons pas plus A(0) que ŷ(0)...
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence absolue (1)

▶ Supposons que le monde soit peuplé de N économies
structurellement homogènes, i = 1, . . . ,N. Le taux de croissance,
puisque les économies partagent le même état stationnaire, est
donné par :

ḡy ,i (0, t) = x+
1− e−βt

t
log ŷ⋆−1− e−βt

t
log yi (0)+

1− e−βt

t
logAi (0)

▶ L’hétérogénéité du taux de croissance de la production par tête
s’explique seulement par les conditions initiales (de la production par
tête et de l’efficacité du travail).

▶ Mais l’hétérogénéité de l’efficacité du travail n’est pas observée.
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence absolue (2)

Hypothèse 1

L’efficacité du travail initiale peut s’écrire comme logAi = a+ εi où εi
est une variable aléatoire i.i.d. telle que :

E[εi ] = 0 ∀i ∈ {1, . . . ,N},

V[εi ] = σ2
A ∀i ∈ {1, . . . ,N}

et
Cov(εi , log yj(0)) = 0 ∀(i , j) ∈ {1, . . . ,N}2

▶ La nullité de l’espérance permet d’identifier a comme le niveau
moyen de l’efficacité du travail (en logarithme).

▶ Les hypothèses sur la variance et la covariance sont des propriétés
qui assurent que nous sommes capables d’estimer le modèle
efficacement et sans biais.
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• Sous l’hypothèse 1, on décompose le niveau initial de l’efficacité du travail en une partie commune, la constance a qui ne varie
pas d’une économie à l’autre, et une partie idiosyncrasique, εi est spécifique à chaque économie. Dans certaines économies le
niveau de l’efficacité du travail est inférieur au niveau moyen, dans d’autres il est supérieur. Nous n’avons rien à dire sur l’origine
de l’hétérogénéité.

• Nous supposons que la variance de εi ne dépend pas de i , cela veut dire que la probabilité de s’éloigner du niveau moyen de
l’efficacité initiale du travail (au dessus ou au dessous) est la même pour toutes les économies. Cette hypothèse est nécessaire pour
que les estimations que nous allons proposer par la suite soient efficaces (au sens ou la variance des estimateurs est minimale).

• La nullité de la covariance entre les conditions initiales de la production par tête et l’efficacité du travail est indispensable pour
assurer l’estimation sans biais des paramètres du modèle (en particulier l’élasticité du taux de croissance par rapport à la condition
initiale). Cette hypothèse nous permettra aussi de calculer la part de l’hétérogénéité des taux de croissance que nous pouvons
attribuer à l’hétérogénéité de la production par tête initiale (c’est-à-dire mesure le pouvoir explicatif du modèle de Solow). Cela
veut dire qu’en moyenne il n’y a pas de rapport entre la condition initiale du PIB par tête et la condition initiale de l’efficacité du
travail. C’est une hypothèse que l’on peut critiquer comme peu vraisemblable.

• En substituant log Ai = a + εi dans l’équation du taux de croissance de la production par tête, il vient :

ḡy,i (0, t) = x +
1 − e−βt

t
log ŷ⋆ −

1 − e−βt

t
log yi (0) +

1 − e−βt

t

(
a + εi

)

⇔ ḡy,i (0, t) = x +
1 − e−βt

t
a +

1 − e−βt

t
log ŷ⋆︸ ︷︷ ︸

ne dépend pas de i

−
1 − e−βt

t
log yi (0) +

1 − e−βt

t
εi︸ ︷︷ ︸

spécifique à chaque économie

D’après le modèle Solow, sous l’hypothèse d’homogénéité structurelle, on observe des taux de croissance différents parce que les
économies ont des conditions initiales différentes (pour la production par tête et l’efficacité du travail).

• Cela suggère le modèle empirique suivant :

ḡy,i (0, t) = a0 + a1 log yi (0) + ui

où, si le modèle de Solow est vrai, a0 correspond aux termes qui ne dépendent pas de i , a1 doit être négatif car il correspond à

− 1−e−βt

t
, et le résidu du modèle empirique u est lié à l’hétérogénéité initiale inobservée de l’efficacité du travail, 1−e−βt

t
εi .
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence absolue (3)

▶ En substituant l’expression supposée de logAi dans l’équation du
taux de croissance on montre que le taux de croissance prédit par le
modèle de Solow, sous l’hypothèse d’homogénéité structurelle, est :

ḡy ,i (0, t) = x +
1− e−βt

t
a+

1− e−βt

t
log ŷ⋆

−1− e−βt

t
log yi (0) +

1− e−βt

t
εi

▶ Cela suggère le modèle empirique suivant :

ḡy ,i (0, t) = a0 + a1 log yi (0) + ui

▶ Cela correspond à l’équation de la droite de régression dans les
graphiques du taux de croissance contre la condition initiale (par
exemple pour les pays de l’OCDE). . .
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence absolue (4)

▶ . . .Mais ici nous pouvons relier l’ordonnée à l’origine et la pente (a0
et a1) aux paramètres du modèle de Solow.

▶ En particulier, nous pouvons déduire la vitesse de convergence à
partir de la pente. En effet :

a1 = −1− e−βt

t
⇔ β = −1

t
log (1 + ta1)

▶ Nous pouvons aussi donner une interprétation au résidu de la
régression (la différence entre le taux de croissance observé et le
taux de croissance prédit par le modèle) qui représente
l’hétérogénéité inobservée de l’efficacité du travail.

▶ Les paramètres comme les résidus ont une interprétation structurelle.
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Estimation du modèle de Solow
Test de la convergence absolue par Mankiw, Romer et Weil (1)
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Estimation du modèle de Solow
Test de la convergence absolue par Mankiw, Romer et Weil (2)

▶ Le coefficient â1 est significativement négatif seulement dans le cas
de l’échantillon des pays de l’OCDE.

⇒ On trouve de la convergence absolue seulement pour les pays de
l’OCDE.

▶ Pour les pays de l’OCDE, la vitesse de convergence estimée, β̂,
déduite de â1, est de 1,67%. C’est bien moins que ce que suggère la
théorie. Avec cette estimation, il faudrait 41 ans et 6 mois pour
réduire de moitiée la distance à l’état stationnaire.

▶ Dans le cas des pays de l’OCDE, le modèle de Solow, sous
l’hypothèse d’homogénéité structurelle, parvient à expliquer 46% de
l’hétérogénéité observée du taux de croissance.
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• Supposons que les paramètres a0 et a1 soient connus dans le modèle empirique suivant :

ḡy,i (0, t) = a0 + a1 log yi (0) + ui

• Rappelons que si X et Y sont deux variables aléatoires alors la variance d’une combinaison linéaire des variables aléatoires est :

V[aX + bY ] = a2V[X ] + b2V[Y ] + 2abCov(X, Y )

où a et b sont deux paramètres.

• Puisque, par hypothèse, les résidus sont orthogonaux à log yi (0) (nullité de la covariance), nous déduisons la variance du taux de
croissance :

V
[
ḡy,i (0, t)

]
= a21V

[
log yi (0)

]
+ V

[
ui

]

⇔ 1 =
a21V

[
log yi (0)

]
V
[
ḡy,i (0, t)

]
︸ ︷︷ ︸

Part de la variance de ḡy,i (0, t)

expliquée par
la variance de log yi (0)

+
V
[
ui

]
V
[
ḡy,i (0, t)

]
︸ ︷︷ ︸

Part de la variance de ḡy,i (0, t)

expliquée par l’hétérogénéité de
l’efficacité initiale du travail

• Le coefficient de détermination, noté R2, est égal à 1 moins la variance des résidus rapportée à la variance de la variable endogène

(ici le taux de croissance). Le R2 mesure la part de l’hétérogénéité de la variable endogène expliquée par le modèle (les variables

exogènes, ici la condition initiale de la production par tête). Par construction, le R2 est compris entre 0 et 1, plus le coefficient
est proche de 1 plus le pouvoir explicatif, en termes de variance, du modèle est important.

• Mankiw, Romer et Weil reportent un autre coefficient : le coefficient de détermination modifié noté R̄2. Celui-ci pénalise le coef-
ficient de détermination quand le nombre de variables exogènes augmente. On sait qu’on parviendra toujours, mécaniquement, à
expliquer plus de la variance de la variable endogène (le taux de croissance) en augmentant le nombre de variable exogènes. Pour
rendre la comparaison entre différents modèles moins biaisée on pénalise les modèles qui ont plus de variables exogènes. Cette
modification explique pourquoi dans le tableau on voit un coefficient de détermination négatif (pour le deuxième échantillon).

• On retient de l’estimation de Mankiw, Romer et Weil, que le modèle de Solow (en supposant que les économies sont structurellement
homogènes) explique la moitié de l’hétérogénéité des taux de croissance parmis pour les pays de l’OCDE, mais que le pouvoir
explicatif du modèle est nul pour les échantillons plus grands.
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence conditionnelle (1)

▶ Abandonnons l’hypothèse d’homogénéité structurelle.

▶ On suppose que les économies sont différentes en termes d’épargne
(si ) et de croissance démographique (ni ).

▶ L’état stationnaire est spécifique à chaque économie :

ŷ⋆
i =

(
si

ni + x + δ

) α
1−α

et donc :

log ŷ⋆
i =

α

1− α
log

(
si

ni + x + δ

)
⇔ log ŷ⋆

i =
α

1− α
log si −

α

1− α
log(ni + x + δ)
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence conditionnelle (2)

�

Normalement la vitesse de convergence devrait être spécifique à
chaque économie, βi = (1− α)(ni + x + δ), puisque celle-ci dépend
du taux de croissance de la population.

▶ Sans vraiment le discuter, Mankiw Romer et Weil supposent que la
vitesse de convergence est la même pour toutes les économies. Cela
simplifie beaucoup l’estimation (autrement nous ne pourrions pas
utiliser les Moindres Carrés Ordinaires pour estimer le modèle).
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Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence conditionnelle (3)

▶ En substituant l’expression de l’état stationnaire spécifique dans le
taux de croissance prédit par le modèle de Solow, on obtient :

ḡy ,i (0, t) = x +
1− e−βt

t
a− 1− e−βt

t
log yi (0)

+
1− e−βt

t

α

1− α
log si −

1− e−βt

t

α

1− α
log(ni + x + δ)

+
1− e−βt

t
εi

▶ Ce qui suggère le modèle empirique suivant :

ḡy ,i (0, t) = a0 + a1 log yi (0) + a2 log si + a3 log(ni + x + δ) + ui

cba fd10c86 – 7 novembre 2022

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/growth
https://github.com/stepan-a/growth/blob/fd10c86fcf100a96d7cdd3ae70ddc1b1d9112cde/cours/convergence.tex


Estimation du modèle de Solow
Un modèle pour tester la convergence conditionnelle (4)

▶ Le modèle de Solow prédit que :

▶ a1 < 0
▶ a2 > 0 et a3 < 0
▶ a2 + a3 = 0

▶ Comme dans le cas de la régression de convergence absolue, on peut
déduire la vitesse de convergence estimée, β̂, à partir de â1.

▶ Pour les données le taux d’épargne est approximé par le ratio
investissement / production.
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Estimation du modèle de Solow
Test de la convergence conditionnelle par Mankiw, Romer et Weil (1)
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Estimation du modèle de Solow
Test de la convergence conditionnelle par Mankiw, Romer et Weil (2)

▶ On obtient les signes attendus (conforment au modèle de Solow).

▶ On obtient â1 < 0 pour les trois échantillons ⇒ Convergence
conditionnelle.

▶ L’élasticité du taux de croissance par rapport taux d’épargne est bien
positive.

▶ L’élasticité du taux de croissance par rapport taux de dépréciation
du capital par tête efficace est bien négative.

▶ Le pouvoir explicatif du modèle de Solow (R2) est beaucoup plus
important.
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Estimation du modèle de Solow
Test de la convergence conditionnelle par Mankiw, Romer et Weil (3)

y Mais la vitesse de convergence déduite (β̂ = 0, 6%− 1%− 1, 7%)
est trop faible par rapport à ce que suggère la théorie.

y Mais la contrainte a2 + a3 = 0 est rejetée par les données.

⇒ Même si le modèle de Solow est qualitativement très satisfaisant (on
a les signes attendus), il n’est pas quantitativement satisfaisant.

▶ Il faut, c’est l’objet du prochain chapitre, amender le modèle de
Solow.

▶ Une piste, si on souhaite rapprocher la vitesse de convergence
théorique de la vitesse de convergence empirique, est de modifier le
modèle de façon à augmenter la part de la rémunération du capital
(α) dans le revenu total. Il faut pour cela élargir la notion de capital.
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