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Un peu de vocabulaire

» Axiome. Un énoncé supposé vrai a priori, sans preuve, et qu’on ne
cherche pas a démontrer.

> Proposition. Un énoncé qui peut &tre vrai (V) ou faux (F).
» Théoreme. Une proposition (démontrée) vraie.

» Corollaire. Un < petit > théoréme conséquence d'un autre
théoréme.

> Lemme. Un < petit > théoreme préparatoire d'un autre théoréme.

> Conjecture. Une proposition supposée vraie, sans preuve, tant que
I'on n’exhibe pas un contre exemple.
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Calcul propositionnel

Proposition et table de vérité

» Une proposition est un énoncé pouvant &tre vrai ou faux. On dit que
vrai (V) ou faux (F) sont les valeurs de vérité d'une proposition.

» Dans la suite on représentera souvent les valeurs de vérité d'une
proposition, notée P par exemple, dans une table :

"n<'0

Table 1 — Table de vérité
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Calcul propositionnel

Equivalence logique, |
Définition 1

Deux propositions P et @ sont équivalentes si elles sont simultanément
vraies et simultanément fausses. On note P < Q.

P Q| P=Q
V V| V
V F| F
F V| F
F F| Vv

Table 2 — Equivalence logique

L'équivalence logique entre propositions joue un role analogue a I'égalité
entre des nombres (ou des ensembles comme nous le verrons plus loin).

Nous venons de créer une nouvelle proposition (P < Q) a partir de deux
propositions (P et Q)
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Calcul propositionnel

Equivalence logique, 11

On note que la table de vérité contient 4 = 22 lignes.

Plus généralement si nous devons construire une nouvelle proposition a
partir de n propositions, la table de vérité devra contenir 2" lignes.

On note aussi la méthode utilisée pour définir les valeurs de vérité des
propositions P et Q. On commence par poser que la proposition P est
vraie, puis on considere les deux valeurs de vérité possibles pour la
seconde proposition Q. Aprés on pose que la proposition P est fausse. . .

Exemple 1

Les expressions 3+2 et 4+1, méme si elles ne sont pas identiques, ont la
méme valeur, on dit que ces expressions sont égales (342 =4+ 1). Les
propositions (x> = 1) et (x = 1 ou x = —1) sont distinctes mais
équivalentes, on écrit :
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Calcul propositionnel

Négation
Définition 2
La négation d'une proposition P, notée P, change sa valeur de vérité. J
P|P
V| F
FlV

Table 3 — Négation

Théoreme 1
Soit P une proposition, alors PeP. J

% A montrer avec une table de vérité.
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Connecteurs logiques

La conjonction A, |
Définition 3

La conjonction de deux propositions P et @, on note PA Q et on lit <« P
et Q >, est vraie si et seulement si les deux propositions sont vraies.

mTTm< <o
< <O
T m < >

Table 4 — Conjonction logique

On retient que la conjonction de deux propositions est fausse dés lors
qu'au moins une proposition est fausse.
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Connecteurs logiques

La conjonction A, Il

Propriétés 1
Soient P, Q et R des propositions. La conjonction satisfait les propriétés
suivantes :

1. ldempotence : (P A P) < P.

2. Commutativité : (PA Q) < (Q A P).

3. Associativité : (PAQ)AR) < (PA(QAR).

4. Non contradiction : La proposition P A P est fausse.

On démontre facilement ces propriétés en utilisant des tables de vérité.
On note que dans la derniére propriété (4) nous venons de construire une

proposition (disons @) dont la valeur de vérité est certaine, alors que nous
ne connaissons pas la valeur de vérité de la proposition de départ (P).
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P On montre la premiere propriété a I'aide d'une table de vérité :

P [ PAP
v v
F F

Puisque les colonnes ont toujours les mémes valeurs sur chaque ligne, les deux propositions P A P et P sont équivalentes (voir la
définition 1).

P On procéde de la méme facon pour la deuxiéme propriété. Les propositions 3 droite et 4 gauche du symbole d'équivalence <>
font intervenir deux propositions P et Q. La table de vérité doit donc contenir quatre lignes qui correspondent aux couples
ordonnés possibles pour les valeurs de P et Q :

P

Q QAP

<<
n< <O
mmm<L >
<L >

On observe que les troisieme et quatriéme colonnes ont toujours la méme valeur sur chaque ligne, les deux propositions associées
P A Qet QA P sont donc équivalentes.

P Nous suivons la méme démarche pour la troisigme propriété. Cette fois nous construisons des propositions a partir de trois
propositions de base P, Q et R. La table de vérité doit donc contenir huit lignes (c'est-a-dire 23 lignes) :

PAQ (PAQAR QAR PA(QAR)
\ Y \

T Tn<< << Y
M<K TN <O
m<Mm< <ML D
R B
B B |
nmm<Tmmn<
MMM

On note que la cinquieme et la septiéme colonnes sont identiques, ce qui démontre la troisiéme propriété.

P Pour la derniere propriété la table de vérité contient seulement deux lignes :

P[P _ PAP
V| F F
FlvVv F

On remarque que la derniére colonne est toujours fausse.
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Connecteurs logiques

La disjonction V, |
Définition 4

La disjonction de deux propositions P et @, on note PV @ et on lit < P
ou @ >, est fausse si et seulement si les deux propositions sont fausses.

PV @

1< <|U
nm< <O
<< <L <

Table 5 — Disjonction logique

On retient que la disjonction de deux propositions est vraie dés lors qu'au
moins une proposition est vraie.

On considere ici une définition inclusive de la disjonction (par opposition
a une définition exclusive).

ARE AN 20R-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Connecteurs logiques

La disjonction Vv, Il

Propriétés 2
Soient P, Q et R des propositions. La disjonction satisfait les propriétés
sulvantes :

1. ldempotence : (PV P) & P.

2. Commutativité : (PV Q) < (QV P).

3. Associativité : (PV Q)V R) < (PV(QVR).

4. La proposition PV P est vraie.

On démontre facilement ces propriétés en utilisant des tables de vérité.

Nous retrouvons les mémes propriétés que pour la conjonction (a part
pour la derniére).
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P On montre la premiere propriété a I'aide d'une table de vérité :

P PVP
v v
F F

Puisque les colonnes ont toujours les mémes valeurs sur chaque ligne, les deux propositions P \/ P et P sont équivalentes (voir la

définition 1).

> On procéde de la méme fagon pour la deuxiéme propriété. Les propositions a droite et & gauche du symbole d'équivalence <>
font intervenir deux propositions P et Q. La table de vérité doit donc contenir quatre lignes qui correspondent aux couples

ordonnés possibles pour les valeurs de P et Q :

P

Q Q

P

<<
n< <O

n< << <

n<< <<

On observe que les troisigme et quatrieme colonnes ont toujours la méme valeur sur chaque ligne, les deux propositions associées

PV Q et Q Vv P sont donc équivalentes.

P Nous suivons la méme démarche pour la troisigme propriété. Cette fois nous construisons des propositions a partir de trois

propositions de base P, Q et R. La table de vérité doit donc contenir huit lignes :

PV Q

QVR

PV (QV R)

TTTmTN<L<<< <L v
<< ML LD
mM<M< <ML D

TN<< <K< L]

(PVQVR
\

nT<<<<<<<

<K< ML LK

Q
v
v
v
v
\Y
\%
\%
F

On note que les cinquieme et septime colonnes sont identiques, ce qui démontre la troisieme propriété.

P Pour la derniere propriété la table de vérité contient seulement deux lignes :

P[P PVP
V| F v
Flv v

On remarque que la dernigre colonne est toujours vraie.
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Connecteurs logiques

Disjonction, conjonction et négation

Propriétés 3 (Distributivité)

Soient trois propositions P, Q et R, on a :
1. (PAQVRE(PVR)A(QRVR)
22 (PVQARS (PAR)V(QAR)

Théoreme 2 (Loi de Morgan)
Soient P et Q deux propositions, on a :
1. PAQe PV Q.
2. PVQe PAQ.

La loi de Morgan souligne le lien entre la conjonction et la disjoinction,
que nous pouvions déja anticiper en comparant les tables de vérité
respectives.

La négation d'une conjonction est la disjonction des négations.
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Preuve de la propriété 9. On montre seulement la premiére propriété, pour la seconde on suit exactement la méme approche, toujours en
utilisant une table de vérité. On dénombre huit triplets de valeurs de vérité pour les propriétés P, Q et R. La table est donc formée de huit
lignes

P Q R PAQ (PAQVR PVR QVR (PVRIAQVR)
Vv v Vv Y Vv v Vv Vv
\% \Y% F \% A\ \% \% \%
\% F \Y F A\ \Y% \% \%
v F F F F Y% F F
F \% \Y F A\ \% \Y \Y
F \% F F F F \% F
F F \% F A% \% \% A
F _F F F F F F F

Preuve du théoréme 2. On démontre seulement le premier point, on peut suivre la méme approche pour le second. On utilise une table de
vérité de quatre lignes :

P Q PAQ PAQ P Q PV Q
V.V Y F F F F
vV F F v F oV %
F oV F v vV F %
F F F \Y \Y \% \%
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Implication logique

Le connecteur =, |
Définition 5
Soient deux propositions P et Q. La proposition P = Q, on dit <« P
implique Q >, est fausse si P est vraie et @ est fausse, la proposition
P = @ est vraie sinon.

P Q| P=Q
vV V V
VvV F F
F V V
F F Vv

Table 6 — L'implication logique
Ce connecteur logique peut paraitre peu intuitif. . .
Si I'implication est vraie, Q vraie peut étre déduite de P vraie.

Si I'implication est vraie, on ne peut rien inférer sur la vérité de Q lorsque
P est fausse.
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Implication logique

Le connecteur =, Il

Exemple 2

Considérons une proposition qui ne devrait pas vous causer le moindre
doute :

Pour tout entier relatif n, si n > 2 alors n*> > 4
On note R(n) la proposition précédente, et on pose P(n) : < n > 2 > et

Q(n) : < n?> > 4 ». On peut Vvérifier que pour différentes valeurs de n on
retrouve trois des lignes de la table de vérité de I'implication logique :

n| P(n) Q(n) | R(n)
3 \% \% \%
-3 F Vv Vv
1 F F Vv

ol l'implication est vraie, mais pas le cas ou I'implication est fausse
(puisque R(n) est vraie pour tout n).

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Implication logique
Le connecteur =, Il
Exemple 3 (F = F est vraie)

Montrons que si 10" + 1 est divisible par 9, alors 10"*! + 1 est divisible
par 9, pour tout entier n.

La premiere proposition, 10" + 1 est divisible par 9, exige |'existence d'un
entier k tel que 10" + 1 = 9k. Nous avons :

10" £1=10% 10" +1 =10 x (10" +1) — 9= 9 x (10k — 1)
et donc 10! + 1 est divisible par 9.

Clairement la proposition < 10" + 1 divisible par 9 implique 10"+1 +1
divisible par 9 > est vraie. Il est tout aussi évident que la proposition

< 10" + 1 divisible par 9 > est fausse. |l suffit de considérer le cas n=0
pour s'en convaincre.
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Implication logique

Le connecteur =, IV

Exemple 4 (F = V est vraie)

Soit la proposition P : « 2 =3 et 2 =1 ». Cette proposition est
clairement fausse, néanmoins en sommant les deux égalités on obtient :

2+2=3+1
4=4

la proposition Q : < 4 = 4 » est évidemment vraie (forfuitement). Si la
proposition P = @ est vraie, alors @ peut étre vraie méme si P est
fausse. Autrement dit un raisonnement correcte peut (par chance)
amener 3 un résultat correct méme si le prémisse est faux.
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Implication logique
=, A =
Théoreme 3 (Transitivité)
Soient P, Q et R trois propositions. On a :

(P=QA(QR=R)=(P=R)

Si P est vraie et si P = @ est vraie, alors Q est vraie (Cf. la premiére
ligne de la table de vérité 6). Si Q@ = R est vraie, alors puisque Q est
vraie on en déduit que R est vraie.

Cette propriété de transitivité sera souvent exploitée.

Pour démontrer le théoreme on procede toujours en construisant une
table de vérité (3 huit lignes).
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Preuve du théoréme 3. La table de vérité contient huit lignes psuique nous travaillons avec trois propositions : P, Q et R :

P Q R P =Q Q=R (P= Q) AQ=R) P = R (P=QQA(Q@=R)=(P=R
Vv N Vv Vv Vv Vv N Vv
\% \Y F \2 F F F \
\ F Vv F \ F \ \
\ F F F \ F F \
F \% \2 \ \ \ \ \
F \% F \ F F \ \
F F \2 \ \ \ \ \
F F F \ \ \ \ \

Comme la derniére colonne est vraie sur toutes les lignes, c’est-a-dire pour tout triplet de valeurs de vérité des propositions P, Q et R, la
proposition relative a la transitivité de I'implication logique est vraie.
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Implication logique
=, et |
Théoreme 4 (Equivalence)

Soient P et Q deux propositions. On a :

(P& Q)& ((P= QA (QR=P))

Cette expression de I'équivalence en termes d'implications est trés
importante. Quand on vous demande d’établir une équivalence, il faut
garder a I'esprit que la preuve se décomposera en deux parties (une pour
chaque implication)

On retouvera la méme idée quand on cherchera (voir la section suivante)
a établir que deux ensembles A et B sont identiques. Il faut montrer que
I'ensemble A est contenu dans I'ensemble B et que I'ensemble B est
contenu dans I'ensemble A.
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Preuve du théoréme 4.

P Q P&5Q P=Q Q=P (P=>QQAr(@=P)
Vv Y Vv Vv Vv Vv
\Y F F F \ F
F \% F \ F F
F F \% \% \% A%

Puisque les colonnes 3 et 6 ont les mémes valeurs de vérité sur chaque ligne les propositions P <> Q et (P = Q) A (Q = P) sont
équivalentes, comme annoncée dans le théoreéme.
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Implication logique
=, < et <,

Les expressions < condition nécessaire et suffisante » (CNS), < si et
seulement si > (ssi) ou encore < il faut et il suffit >, font toutes
référence a I'équivalence logique.

Ainsi pour établir qu'une condition est nécessaire et suffisante il faudra
décomposer la preuve en deux parties :

» montrer que la condition P est nécessaire (Q = P)
> montrer que la condition P est suffisante (Q < P)

Exemple 5

> La proposition < (x +1=3) = ((x + 1)2 =9) > est vraie. Il est
suffisant que x + 1 soit égal 3 3 pour que (x + 1)? soit égal 2 9.

> La proposition < (x + 1 =3) < ((x + 1)2 = 9) > n’est pas vraie. ||
n'est pas nécessaire que x + 1 soit égal 3 3 pour que (x + 1)? soit
égal 3 9.

» Les deux propositions ne sont pas équivalentes.
v
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Implication logique

Réciproque et contreaposée
Définition 6 (Réciproque d'une implication)

Soient deux propositions P et Q. L'implication @ = P est la réciproque
de l'implication P = Q.

Remarque : Si deux propositions P et Q sont équivalentes alors par le
théoreme 4 I'implication et sa réciproque sont vraies.

Définition 7 (Contraposée d'une implication)

Soient deux propositions P et Q. L'implication Q@ = P est la contraposée

de I'implication P = Q. )

Théoreme 5 (Contraposée)

Soient P et Q deux propositions. On a : (@ = P) & (P = Q) )
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Preuve du théoréme 5. La proposition @ = P est fausse si et seulement si Q est vraie et P est fausse, c'est-a-dire si et seulement si @
est fausse et P est vraie. Ainsi Q = P a les mémes valeurs de vérité que P = Q les deux propositions sont donc équivalentes.
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Implication logique

Connecteurs logiques

Théoreme 6

Soient P et Q deux propositions. On a :

(P= Q)= (PVQ)

Remarque : Par la loi de Morgan (théoreme 2) on a aussi :
(P=Q)=PAQ

Ce résultat est trés important, on peut exprimer |'implication a I'aide

d'un connecteur logique et d'une (ou deux) négation(s).

Théoreme 7

Soient P et Q deux propositions. On a :

Pe@) e (PVQ)A(PVQ)
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Les grands types de raisonnements

Le raisonnement déductif

Définition 8 (Modus ponens)

Si P = @ est une proposition vraie, et si P est une proposition vraie
alors @ est une proposition vraie.

» Le raisonnement déductif correspond a la premiére ligne de la table
de vérité 6.

» On peut généraliser avec un nombre arbitraire d'implications, en
utilisant la transitivité de I'implication (voir le théoréme 3). Soient
(P;,i=1...,n) des propositions. Si Py = P, = --- = P, est une
proposition vraie, et si P; est une proposition vraie alors P, est une
proposition vraie.

» On peut généraliser a un ensemble dénombrable de propositions, voir
plus loin le raisonnement par récurrence.

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Les grands types de raisonnements

Le raisonnement par I'absurde

Définition 9 (Reductio ad absurdum)

Si P = @ est une proposition vraie, et si Q est une proposition fausse
alors P est une proposition vraie.

» On montre que la proposition P est vraie en montrant que P fausse
aboutit a une contradiction logique.

» Le raisonnement par I'absurde correspond a la derniére ligne de la
table de vérité 6. Si Q est une proposition fausse, alors la proposition
P = @ ne peut étre vraie que si P est fausse, c'est-a-dire P vraie.

» Contrairement au raisonnement déductif, ici on ne comprend pas
vraiment pourquoi P est vraie. C'est une limite du raisonnement par
I"absurde.
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Les grands types de raisonnements

Exemple de raisonnement par |'absurde

Montrons qu'il existe une infinité de nombres premiers.

» Supposons qu'il existe seulement n nombres premiers :
p1 < p2 < --- < p, (par exemple 2, 3, 5, 7 et 11).

» Posons P=p; X pp X --- X p, + 1.
» Clairement P est plus grand que pj,.
» P est-il un nombre premier?

» Si P est premier, alors il y a plus de n nombres premiers. Cela
contredit I'hypothése de départ.

> Si P n'est pas un nombre premier, alors il est divisible par un nombre
premier. Par construction P n'est pas divisible par pi, ..., pn. Il doit
donc exister au moins un autre nombre premier plus grand que p. A
nouveau, cela contredit I'hypothése de départ.
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Les grands types de raisonnements

Le raisonnement par contraposition

Définition 10 (Modus tollens) J

Pour montrer que P = Q@ il faut et il suffit de montrer que Q=P

» Voir le théoréme 5.

» Montrer que la proposition < n? pair implique n pair > est
équivalent a montrer que la proposition < n impair implique n
impair>. Or si n est impair alors il peut s'écrire sous la forme
n =2k + 1 avec k un entier. En prenant le carré :

2

P =02k+12 < n”=202n+2k)+1en” =2£+1

et donc n? est impair. On conclut que la proposition de départ < n?
pair implique n pair > est vraie.
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Les grands types de raisonnements

Le raisonnement par récurrence

Définition 11

Soit P, une proposition dépendant d'un entier n. Pour montrer que cette

proposition est vraie pour tout entier n > ng, on procéde en deux étapes :
1. On montre que la proposition Py, est vraie,

2. On montre que, pour un entier n > ng quelconque, si P, est vraie
alors P,1 est vraie (ou la proposition P, = P,1 est vraie).

» La premiere étape est |'initialisation de la récurrence, la seconde
étape est |I'hérédité.

» En répétant indéfiniment I'étape 2, on obtient en partant de Pp,
vraie : Py 41 vraie, Pp 1o vraie, Pp 43 vraie, ...

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Les grands types de raisonnements

Exemple de raisonnement par récurrence, |

, N N N s \ -3
» Montrons qu'un polygbne convexe a n cotés possede d, = "("2 )

diagonales.

» On vérifie facilement que la prédiction est correcte pour un triangle
(n=3) : un triangle n'a pas de diagonales!

» Soit un polygdne convexe avec n sommets ou cotés, voir
I"illustration. Supposons qu'il ait d, = @ diagonales et montrons
qu’un polygdne avec n+ 1 sommets a nécessairement
dny1 = W diagonales.

» Créons un polygdne a n+ 1 sommets, P,.1, a partir de d'un
polygéne a n sommets, &,. Notons A;, Ay, ..., A, les sommets de
P

» On construit &,,1 en créant un nouveau sommet A, entre A; et
Ap a I'extérieur du polygbne (de sorte que le nouveau polygbne soit
convexe, autrement certaines diagonales sortiraient du polygdne).

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Les grands types de raisonnements

Exemple de raisonnement par récurrence, Il

> Les diagonales de &, sont des diagonales de P, ;.

» En reliant A 11 a A3, A4, ..., A, on obtient n — 2 nouvelles
diagonales dans &2, 1.

» La derniére diagonale de 2,1 est le segment A; Ay (un coté de ).

» Au total, nous avons :

~3
dn+1:¥+n—2+l
2_p-2 1)(n— 2
ey, =TT 2” o dyy = F D0 =2) )2(" ) cQFD.
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Les grands types de raisonnements

Exemple de raisonnement par récurrence, Il (héxagone)
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Les grands types de raisonnements

Exemple de raisonnement par récurrence, Il (héptagone)
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Les ensembles

Définition 12 J

Un ensemble est une collection d'objets.

> Les éléments d'un ensemble peuvent &tre de types variés (nombres,
lettres, mots, phrases, ensembles, . ..).

» Un ensemble peut &tre défini par une liste exhaustive des éléments
qui le compose. Par exemple :

A=1{1,3}

» Un ensemble peut &tre défini a partir d'une régle (indispensable si
I'ensemble contient un nombre infini d'éléments). Par exemple :

B = {x entier naturel | x est un nombre impair }
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Les ensembles

Notations

» < note I'appartenance d'un élément a un ensemble : 5 € B.
» ¢ note la non appartenance d'un élément a un ensemble : 6 ¢ B.
> () note I'ensemble vide : ) = {}.

» C note l'inclusion d'un ensemble dans un autre : A C B si tout
élément de A est aussi un élément de B.

» C note l'inclusion stricte d'un ensemble dans un autre : A C B si
tout élément de A est aussi un élément de B et s'il existe au moins
un élément de B qui n'appartient pas a A.

» Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement si A C B et
B C A.

» On note 2 I'ensemble universel qui contient tout les ensembles.
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Les ensembles

Exemples

» N I'ensemble des entiers naturels, Z I'ensemble des entiers relatifs, Q
I'ensemble des rationnels, R I'ensemble des réels.

a
Q—{E ‘ acZ bel etb;éO}
Ces ensembles vérifient N C Z € Q C R.

» Les intervalles sur la droite des réels :

la,bff={xeR|a<x< b}
la,bl={xeR|a<x<b}
[a,b] ={xeR|a<x < b}
[a,b[={x€eR|a< x< b}
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Les ensembles

Remarques

Ne pas confondre () et {(}}, qui n’est pas vide puisqu'il contient
I'ensemble vide.

Ne pas confondre € et C. La proposition m € R dit que le nombre 7
appartient a |I'ensemble des réels, mais la proposition 7 C R n'a pas
de sens car 7 n'est pas un ensemble. La proposition [0,1] C R dit
que l'intervalle [0, 1] est un sous ensemble de |'ensemble des réels,
mais la proposition [0, 1] € R n'a pas de sens car cet interval n'est
pas un élément de I'ensemble des réels.

» Le symbole d'appartenance, €, relie un élément a un ensemble; le
symbole d'inclusion, C, relie deux ensembles.

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben FOOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Les ensembles

L’'insolite ensemble vide

Propriété 4 J

Pour tout ensemble A, I'ensemble vide () est un sous ensemble de A.

Si () n'est pas inclus dans A, alors il existe au moins un élément de
I'ensemble vide qui n'appartienne pas a A. Or, I'ensemble vide ne contient
aucun élément, a fortiori aucun élément qui n'appartienne pas a A. Donc
tout élément de () appartient 3 A, ainsi () est un sous ensemble de A.
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Les ensembles

Quantificateurs

Pour définir un ensemble ou décrire ses propriétés, on utilise souvent des
phrases comme : < il existe >, < il n'existe pas >, < il existe un unique
>, < pour tout x >, ... Afin d'abréger on utilise les notations suivantes :

YV — pour tout (par exemple Vx € A se lit < pour tout x dans
I'ensemble A ).

3 — il existe (par exemple Ix € A tel que x ¢ B, se lit < il existe un
élément x dans A qui n'appartient pas a B ).

3! — il existe un unique.
# — il n'existe pas.

Nous reviendrons plus loin sur les propriétés de ces quantificateurs.
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Les ensembles

Union
Définition 13
L'union de deux ensembles A et B, notée AU B, est un ensemble

contenant les éléments des ensembles A et B. Plus formellement,
AUB = {x|x € AV x € B}.

Propriétés 5

1. L'union est associative. Soient A, B et C trois ensembles, alors
(AuB)UC=AU(BUC).

2. L'union est commutative. Soient A et B deux ensembles, alors
AUB=BUA.

3. L'union est idempotente. Soit A un ensemble, alors AU A = A.

4. () est I'élément neutre de I'union. Soit A un ensemble, alors
AUD=A y
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P Quand on écrit AU B = B U A, ou plus généralement quand on considere I'égalité de deux ensembles, il faut comprendre que
AUB C BUAet BUA C AU B. Pour montrer I'égalité de deux ensembles il faut donc montrer deux inclusions.

P On peut généraliser en considérant un ensemble dénombrable d’ensembles. Par exemple, soit £ = {E;j, i € N} ol chaque E;
est un ensemble. On peut définir I'union de ces ensembles : & = UIEN E;. La proposition x € & est équivalente a la
proposition 3i € N tel que x € E;.

Preuve de Propriétés 5. (2) Pour établir la commutativité nous devrions montrer que six € AU B alors x € BU Aet quesix € BUA
alors x € AU B (voir la premigre remarque plus haut). La preuve est trés simple, car I'opérateur union hérite des propriétés de |'opérateur
logique V (la disjonction). En effet,

x € AUB & x € AV x € B, par définition de I'union
< x € BV x € A, car la disjonction est commutative

< x€BUA
(1) On montre tout aussi simplement que I'union est associative :
€E(AUB)UC & x€e€(AUEB)VXxEC
< (xeAVxEB VxeEC
< x € AV (x € BV x € C), car la disjonction est associative

S xeAU(BUC

(3) On procéde de la méme facon en rappelant que la disjonction est idempotente, voir Propriétés 2. (4) Car @ est un élément de A.
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Les ensembles

Intersection
Définition 14
L'intersection de deux ensembles A et B, notée AN B, est un ensemble

contenant les éléments communs des ensembles A et B. Plus
formellement, AN B = {x|x € AAx € B}.

Propriétés 6

1. L'intersection est associative. Soient A, B et C trois ensembles, alors
(AnB)NC=ANn(BNC).

2. L'intersection est commutative. Soient A et B deux ensembles, alors
ANB=BnNA.

3. L'intersection est idempotente. Soit A un ensemble, alors ANA = A.

4. Q est I'élément neutre de l'intersection. Soit A un ensemble, alors
ANQ=A )
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P On peut généraliser en considérant un ensemble dénombrable d’ensembles. Par exemple, soit £ = {E;, i € N} ol chaque E;
est un ensemble. On peut définir I'intersection de ces ensembles : & = n/‘EN E;. La proposition x € & est équivalente a la

proposition Vi € N, x € Ej.
Preuve de Propriétés 6. On suit la méme démarche que pour la preuve de Propriétés 5, I'intersection hérite des propriétés de la conjonction
Par exemple, pour la commutativité, on a :

x € ANB < x € AA x € B, par définition de I'intersection

< x € B A x € A, car la conjonction est commutative

S xE€EBNA
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Les ensembles

Différence

Définition 15
La différence de deux ensembles A et B, notée A\ B, est un ensemble

contenant les éléments de A qui n'appartiennent pas a B. Plus
formellement, A\ B = {x € A|x ¢ B}.

Propriétés 7

1. Soit A un ensemble, alors A\ A = 0.
2. Soit A un ensemble, alors A\ ) = A.
3. Soit A un ensemble, alors ) \ A = 0.
4. Soit A un ensemble, alors A\ Q = ().
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Les ensembles

Complémentaire

Définition 16
Le complémentaire d’un ensemble A, noté A, est I’ensemble des éléments
qui n'appartiennent pas a A. Plus formellement, A = {x € Q|x ¢ A}.

Propriétés 8

Soit A un ensemble, alors AUA = Q.

Soit A un ensemble, alors AN A = (.

D=CQetQ=0.

Soient A et B deux ensembles tels que A C B, alors B CA.

ok

Soit A un ensemble, alors A=A
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Les ensembles

Distributivité

Propriétés 9

Soient A, B et C trois ensembles.

1. AnN(BUC)=(ANB)U(AN ().
2. AUBNC)=(AUB)N(AUC).
3. C\(AnB)=(C\A)U(C\ B).
4. C\(AUB)=(C\A)N(C\ B).

~ A~~~
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Preuve de Propriétés 9. On se contente de montrer la premiére propriété, le reste est laissé comme exercice. On a :

xE€AN(BUC) & xeEAAXxE (BUC)
S xEAN(xEBVXxeQQ
< (x €EAAXx € B)V (x € AA x € C), en exploitant la distributivité de la disjonction et conjonction
< xe(ANB)U(ANC)
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Les ensembles

Diagramme de Venn, union

AUBUC
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Les ensembles

Diagramme de Venn, intersection

AnBNC

AR
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Les ensembles

Diagramme de Venn, différence

A\ B
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Les ensembles

Diagramme de Venn, complémentaire
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Les ensembles

Opérateurs binaires et complémentaire

Théoreme 8 (Loi de Morgan)

Soient A et B
1. AUB
2.

>
Il

)>I )>I Q_ —_—
ml

>
o]
Il

ml

x ensembles. On a :

Théoreme 9

Soient A et B deux ensembles. On a :

AR
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Preuve du théoreme 8. Montrons que A U B = A N B, le second point est laissé en exercice.

e Montrons d'abord que A U B C A N B. C'est  dire que si x est dans A U B alors x est nécessairement dans A N B. Soit
x € AUB, alorsx ¢ AU B. Or

AUB={zlz€ AV z € B}

Ainsi il faut que x € AA x ¢ B, clest-a-direx € AAx € B (par_définition du complémentaire), et donc x € AN B (par
définition de I'intersection). Nous avons bien montré que AU B C AN B.

e Montrons que AN B C AU B. Soit x € AN B, par définition de I'intersection, cela se traduit par x € A A x € B ou
encore, par définition du complémentaire, x ¢ A A x ¢ B. Finalement, en rappelant que la négation d’une disjonction est une
conjonction des négations, x € A V x € B. Par définition de I'union nous avons donc : x € A U B. Ainsi nous avons bien
montré quu AN B C AU B

Au total, nous avons |'égalité des deux ensembles (puisque chacun contient I'autre). Comme dans les preuves précédentes, on voit que nous
héritons directement des propriétés des opérateurs logiques.
Afin de montrer le théoreme 9 nous allons d'abord établir le lemme suivant :
Lemme Soient A et B deux ensembles. Ona A\ B = AN B.
Preuve Nous avons :
xEA\BoxEAAXEB

< xEAAXEB

< x € Ax N B, par définition de I'intersection C.Q.F.D.

Preuve du théoréme 9. (1) Direct en utilisant le lemme et la loi de Morgan. (2) Direct en utilisant le lemme et la commutativité de
I'intersection.
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Les ensembles

Différence symétrique
Définition 17
La différence symétrique de deux ensembles A et B, notée AAB, est un
ensemble contenant les éléments de A qui n'appartiennent pas a B et les

éléments de B qui n'appartiennent pas a A. Plus formellement,
AAB =(AUB)\ (AN B).

Propriétés 10
1. La différence symétrique est associative. Si A, B et C sont des

ensembles, alors AA(BAC) = (AAB)AC.

2. La différence symétrique est commutative. Si A et B sont deux
ensembles, alors AAB = BAA.

3. L'ensemble vide est I'élément neutre de la différence symétrique. Si
A est un ensemble, alors AA(D = A.

4. Si A est un ensemble, alors AAA = (.
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Les ensembles

Diagramme de Venn, différence symétrique

AABAC
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Les ensembles

Le produit cartésien
Définition 18

Le produit cartésien de deux ensembles E et F est |I'ensemble des couples
ordonnés (x,y) ot x € E et y € F. On note :

ExF={(x,y)[xe ENy € F}

@ Les couples sont ordonnés = (x,y) # (y, x).

» On peut généraliser en considérant le produit cartésien d'un nombre
arbitraire d'ensembles. Soit Eq, E, ... E, une collection d'ensembles.
Alors le produit cartésien des n ensembles E; est :

ElXE2X...XEn:{(Xl,X27...,Xn)‘X1€E1/\X2€E2/\.../\En}

ol les (x1, X2, ..., X,) sont des n-uplets (ordonnés).
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Les ensembles
Exemple de produit cartésien
» Soit deux ensembles A et B :
A= {O, 1,273,4}

B ={1,3,5}

» Le produit cartésien de A et B est :

Ax B =1{(0,1),(0,3),(0,5)
(1,1),(1,3),(1,5)
(2,1),(2,3),(2,5)
(3,1),(3,3),(3,5)
(4,1),(4,3),(4,5)}
» A has 5 elements, B has 3 elements and A x B has 15 =5 x 3
elements.

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Les ensembles

Cardinal d'un ensemble

Définition 19
Le cardinal d'un ensemble est le nombre d’éléments d'un ensemble. On

note Card(E) le cardinal d'un ensemble E. On dit qu'un ensemble est
fini si son cardinal est fini.

Théoreme 10
Soient E et F deux ensembles finis : Card(E x F) = Card(E) x Card(F )J
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Les ensembles

Partitions d’'un ensemble

Définition 20

Tous les sous ensembles d'un ensemble E peuvent étre considérés comme
les éléments d'un nouvel ensemble que I'on appelle ensemble des
parties de I'ensemble E, noté P(E).

Théoréeme 11

Soit E un ensemble. Le nombre de sous ensemble est donné par :

Card(2(E)) = pCard(E)
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Les ensembles

Exemple de Partitions

> Soit I'ensemble E = {a, b, c}.

» Les sous ensembles sont {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a,c}, {b,c},
{a, b, c} et ) (n'oublions pas que I'ensemble vide appartient 3 tout
ensemble).

» Nous avons donc :

Card(2(E)) = {0,{a}, {b}, {c},{a, b}, {a, c}, {b,c},{a, b,c}}
» On vérifie que Card(P(E)) = 8 = 23.
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Les ensembles

Union et cardinal

Théoréme 12

Soient A et B deux ensembles finis, alors

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)

» Si I'intersection est vide le cardinal de I'union est la somme des
cardinaux.

» On doit retrancher le cardinal de |'intersection, autrement les
éléments de l'intersection sont comptés deux fois.

» |l est possible de généraliser cette formule pour un nombre arbitraire
d'ensembles finis.
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Les fonctions

Relations et fonctions
Définition 21

Un ensemble de paires ordonnées de nombres est appelé une relation
binaire.

» |'ensemble des premiers nombres d'une relation binaire est
I'ensemble de départ, ou le domaine de la relation.

» L['ensemble des seconds nombres d’une relation binaire est
'ensemble d’arrivée.

» Les ensembles suivants sont des relations binaires :
A={(x,y)lxe NNy e NAx <y}

B={(x,y))xe NAy =2x—-1}

On note que dans le premier cas, on peut associer plus d'une valeur
y a chaque valeur de x.
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Les fonctions

Relations et fonctions

Définition 22
Si une relation binaire est telle qu'a chaque élément de I'ensemble de

départ est associé un et un seul élément de |'ensemble d’arrivée, on dit
que la relation binaire est une fonction.

» Une fonction est un ensemble de paires ordonnées.

» Toutes les fonctions sont des relations binaires, mais I'inverse n'est
pas vrai.

» Dans I'exemple de la page précédente B est une fonction, mais pas
I'ensemble A.
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Les fonctions

Notations

» On représente habituellement une fonction par une lettre minuscule.
Par exemple f (fonction), ou encore g, ou h, ...

» Si une fonction f associe a chaque élément x de I'ensemble de
départ E I'élément y de I'ensemble d’'arrivée F, on note :

f: E—F
x— y = f(x)

» On dit que y est I'image de x par la fonction f.
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Les fonctions

Exemple

» Soit la fonction :

f: R—R

Xy =x>+x—2

» On peut alors évaluer cette fonction, c'est-a-dire déterminer les
images associées a différentes valeurs de x :

> f(0)=-2
> f(a) = a’+a—2 pour tout a € R

> f(x+h)—f(x)=2xh+h +h
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Les fonctions

Somme, différence, produit et quotient

Soient deux fonctions :

f: R—R g: R—R
x+—y = f(x) x—y = g(x)

On définit les opérations suivantes :

Somme (f +g)(x) = f(x) + g(x)

Différence (f —g)(x) = f(x) — g(x)
Produit (f - g)(x) = f(x) - g(x)

Quotient (é) (x)= % avec g(x) #0
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Les fonctions

Composition

Soient deux fonctions :

f: E—F g F—G
x—y=f(x) x—y = g(x)

La composition de ces deux fonctions est la fonction h(x) = (g o f)(x) :

gof: E—G
x— y = g(f(x))

@ En général g(f(x)) # f(g(x)).
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Les fonctions

Exemple de composition
Soient deux fonctions :

fX)=x>+x+1 et gx)=x+1

Alors on a :

f(g(x)) = f(x+1)
=(x+1)2+(x+1)+1
=x>+3x+3

et

g(f(x)) =g(x* +x+1)
=0 +x+1)+1
=x24+x+2

Ces deux compositions de f et g sont bien différentes.
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Les fonctions

Surjection
Définition 23

Une fonction f : E — F surjective est une fonction telle que tout
élément y de I'ensemble d'arrivée F soit I'image d'au moins un élément x
de I'ensemble de départ E. Plus formellement une fonction f : E — F
est surjective si et seulement si Yy € F, 3x € E tel que y = f(x).

Exemple 6

Soient deux ensembles E = {x € [-1,1]} et F = y € [0, 1], la fonction
f: E — F définie par f(x) = |x| est surjective. y admet un unique
antécédant si y = 0 (x = 0), dans les autres cas y admet deux
antécédants (y et —y) dans [—1,1].

Exemple 7

La fonction f : N — N qui a x associe 2x n’est pas surjective (y impair
n'a pas d'antécédant dans N).

V.
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Les fonctions

Injection

Définition 24

Une fonction f : E — F est injective si et seulement si deux éléments
distincts de I'ensemble de départ ont deux images par f distinctes, ou de
fagon équivalente si f(x1) = f(x2) = x1 = x.

Exemple 8

La fonction f : R — R définie par f(x) = x + 1 est injective. En effet,
f(Xl):f(X2)<:>X1+1:X2—|—1:>X1:X2.

Exemple 9

Soient deux ensembles E = {x € [-1,1]} et F = y € [0, 1], la fonction
f : E — F définie par f(x) = |x| n'est pas injective. Par exemple x =1
et x = —1 ont la méme image par f (y = 1).
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Les fonctions

Bijection

Définition 25
Une fonction f : E — F est bijective si et seulement si elle est injective

et surjective. Dans ce cas chaque élément de I'’ensemble d'arrivée est
I'image d'un unique élément x de I'ensemble de départ.

Exemple 10

La fonction f : R — R définie par f(x) = x + 1 est bijective. Nous
savons déja qu'elle est injective, de plus il est évident que pour chaque
élément y € R on peut trouver un antécédant dans R (x =y — 1).
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Les fonctions

Patates et relation binaire

Ceci n’est pas une fonction, car x; a deux images (y; et ya)
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Les fonctions

Patates et fonction

Ceci est une fonction, tout élément de E a une unique image dans F
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Les fonctions

Patates et fonction surjective

Ceci est une surjection, tout élément de F a un antécédant dans E
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Les fonctions

Patates et fonction injective

N 4

Ceci est une injection, f(y;) = f(y;) = x; = x;.
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Les fonctions

Patates et fonction bijective

Ceci est une bijection. Notons qu'il s'agit du seul cas ou on peut
imaginer sans équivoque une fonction qui nous ameéne de F vers E.
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Les fonctions

Inverse ou réciproque, |

Définition 26
Soit f : E — F une fonction bijective. Par définition des bijections, tout
élément y € F posséde un antécédent et un seul par f. On peut donc

définir une application f ' : F — E, qui 3 y € F associe son unique
antécédent x € E. f~1 est la fonction inverse ou réciproque associée a f.

» f1 est aussi une bijection.
@ Ne pas confondre £~ et 1.

» Si f est une bijection alors (f o f=1)(x) = (f~1 o f)(x) = x pour
tout x.
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Les fonctions

Inverse ou réciproque, 1l
Exemple 11

Soit f(x) = 2x + 4 une fonction de R dans R. Il s’agit d'une bijection. La
fonction inverse f~1(x) s'obtient de la fagon suivante :

y=2x+4
Sy —4=2
y—4
S x ="
T

Nous avons donc obtenu une expression de x comme une fonction de y,
gly) = y2 En inversant x et y, puisqu'il est d'usage de noter x un
élément de I’ ensemble de départ et y son image, on obtient la fonction
inverse f~1(x) = *5*. On vérifie facilement que

F(FY(x)=x=Ff" 1(f( )). Par exemple :

—4

) =2 (50 ) +a—x—ara—x

v
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Les quantificateurs
Définition 27

V s'appelle le quantificateur universel et 3 s'appelle le quantificateur
existentiel.

» La proposition < Vx € E, P(x) » se lit < Pour tous les éléments x
de E la proposition P(x) est vraie >

» La proposition <« 3x € E|P(x) > se lit < Il existe au moins un
élément x dans E tel que la proposition P(x) est vraie >

> La proposition < Jlx € E|P(x) > se lit < Il existe un et un seul
élément x dans E tel que la proposition P(x) est vraie >

» La proposition < Bx € E|P(x) > se lit < Il n’existe pas x dans E tel
que la proposition P(x) est vraie >, on pourrait aussi écrire
< Vx € E‘P(X) >

ARE AN 20k-10k . 99 Alrmrmben OOA


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/legalcode
https://github.com/stepan-a/economic-calculus
https://github.com/stepan-a/economic-calculus/blob/39ba19b4c4eb66ffb28255447a5a3e14840db47a/cours/prologue.tex

Les quantificateurs

Propriétés, |

Théoreme 13

Soient E un ensemble et P(x) une proposition dont la valeur de vérité
dépend des éléments x dans E. On a :

1. Vxe E,P(x) & 3xe€E|IP(x)

2. Ix € EIP(x) < V¥xe€E P(x)
V.

Théoreme 14

Soient E un ensemble, P(x) et Q(x) deux propositions dont les valeurs
de vérité dépendent des éléments x dans E. On a :
1. (Wxe E,P(x)ANQ(x)) & (Yxe E,P(x))A(Vx € E,Q(x))
2. 3x € EIP(x)VR(x)) < (Ixe€ EIP(x))V (Ix € E|Q(x))
3. Bx e EIP(xX)AQ(x)) = (Ixe€ EIP(x))A(3x € E|Q(x
4. (Vx € E,P(x)V Q(x)) <« (¥xeE,P(x))V(Vx € E,Q(x))

~— —

X
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>

Pour comprendre pourquoi nous n’avons pas I'équivalence dans le point 3 du théoréme 14, il faut noter que s'il est possible de
trouver un x tel que P(x) est vraie et un (autre) x tel que Q(x) est vraie, rien n'assure qu'il soit possible de trouver un x tel que
les deux propositions P(x) et Q(x) soient simultanément vraies.

De méme pour comprendre I'absence d'équivalence dans point 4 du théoreme 14, remarquons que la proposition < dans la
classe, tout éléve est un gargon ou une fille >> est vraie mais que la proposition << dans la classe, tout éleve est un garcon ou
tout éleve est une fille > est fausse (en général).

On peut distribuer V sur A et 3 sur \VV, mais on ne peut pas distribuer V sur VV ou 3 sur A.
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Les quantificateurs

Propriétés, Il

Théoreme 15

Soient E et F deux ensembles et P(x,y) une proposition dont la valeur
de vérité dépend des éléments x dans E et y dans F. On a :

1. (Wxe E,Vy € F,P(x,y)) < (Vy € F,VxeE P(x,y))
2. (3xe€e E,Jye F,P(x,y)) & (IyeF,Ixe€E,P(x,y))

» On peut permuter deux quantificateurs universels, ou deux
quantificateurs existentiels. . .Mais

Théoreme 16

Soient E et F deux ensembles et P(x,y) une proposition dont la valeur
de vérité dépend des éléments x dans E et y dans F. On a :

(3x € EVy € F,P(x,y)) = (Vy € F,3x € E|P(x,y))
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